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Diplomova´ pra´ce se zaby´va´ histori´ı frakta´ln´ı geometrie a popisuje vy´voj nauky o frakta´lech.
Po pocˇa´tecˇn´ım sezna´men´ı se za´kladn´ımi pojmy jsou popsa´ny jednotlive´ druhy frakta´l˚u a
jejich typicke´ prˇ´ıklady. Da´le jsou uvedeny oblasti, ve ktery´ch je mozˇno se s frakta´ly setkat
mimo obor pocˇ´ıtacˇove´ grafiky. Pra´ce seznamuje s prakticky´m vyuzˇit´ım frakta´ln´ı geometrie.
V textu jsou uvedeny v soucˇasne´ dobeˇ zna´me´ programy a softwarove´ bal´ıky vhodne´ pro
zobrazova´n´ı frakta´l˚u a jsou popsa´ny jejich mozˇnosti. Praktickou cˇa´st diplomove´ pra´ce tvorˇ´ı
slajdy, demonstracˇn´ı program a plaka´t. Elektronicke´ slajdy prˇedstavuj´ı osnovou vyuzˇitelnou
pro prˇedna´sˇky o problematice frakta´ln´ı geometrie. Program slouzˇ´ı k demonstraci vybrany´ch
druh˚u frakta´l˚u. Plaka´t je graficky´m shrnut´ım vy´sledk˚u pra´ce.
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Abstract
This Master’s thesis deals with history of Fractal geometry and describes the fractal science
development. In the begining there are essential Fractal science terms explained. Then
description of fractal types and typical or most known examples of them are mentioned.
Fractal knowledge application besides computer graphics area is discussed. Thesis informs
about fractal geometry practical usage. Few present software packages or more programs
which can be used for making fractal pictures are described in this work. Some of theirs
capabilities are described. Thesis’ practical part consists of slides, demonstrational program
and poster. Electronical slides represents brief scheme usable for fractal geometry realm
lectures. Program generates selected fractal types. Thesis results are projected on poster.
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Poprve´ je mozˇne´ se s pojmem “frakta´l” setkat v roce 1975, kdy jej ve sve´ pra´ci Frakta´ly:
Tvar, na´hoda a dimenze [11] (francouzsky Les objets fractals, forme, hasard et dimen-
sion) uvedl Benoit Mandelbrot. Mnoho takovy´chto u´tvar˚u, jako naprˇ. Kochova vlocˇka cˇi
Sierpinske´ho koberec, bylo objeveno a popsa´no jizˇ drˇ´ıve, mnohe´ byly dokonce vytvorˇeny
jizˇ prˇed stalet´ımi - Africke´ frakta´ly. Pojem vycha´z´ı z latinske´ho slova “fractus” (rozbity´).
Tyto slozˇite´ struktury, vyhovuj´ıc´ı urcˇity´m matematicky´m pozˇadavk˚um, mu˚zˇeme nale´zt take´
v prˇ´ırodeˇ. Prˇedstavuj´ı je sneˇhove´ vlocˇky, kaprad´ı, stromy, blesky, mraky, atd. Cˇasto je je-
jich pozna´vac´ım znakem sobeˇpodobnost, cozˇ znamena´, zˇe dany´ u´tvar se jev´ı jako stejny´
v jake´mkoliv meˇrˇ´ıtku a sta´le se opakuje.
Pra´ce je rozdeˇlena na dveˇ hlavn´ı cˇa´sti - teoretickou a praktickou. V teoreticke´ cˇa´sti
pra´ce jsou vysveˇtleny za´kladn´ı pojmy jako je frakta´l, sobeˇpodobnost aj. a jsou prˇibl´ızˇeny
souvislosti vy´voje frakta´ln´ı podstaty. Da´le jsou uvedeny prˇ´ıklady frakta´ln´ıch u´tvar˚u, jejich
rozcˇleneˇn´ı a druhy algoritmu˚, ktere´ lze ke generova´n´ı obrazc˚u pouzˇ´ıt. V podkapitola´ch jsou
uvedeny vzˇdy popisy jednotlivy´ch typ˚u - Cantorova mnozˇina, IFS frakta´ly, Mandelbrotova
mnozˇina atd. Frakta´ly se vyskytuj´ı v mnoha oblastech techniky i kazˇdodenn´ıch jevech.
Neˇktery´m zaj´ımavostem je veˇnova´na veˇtsˇ´ı pozornost. Naprˇ´ıklad v kapitole cˇ. 4 jsou popsa´ny
frakta´ly, ktere´ se vyskytuj´ı ve sveˇteˇ kolem na´s, at’ uzˇ v prˇ´ırodeˇ, nebo v neˇktere´mm z odveˇtv´ı
techniky.
Prˇechod mezi teoretickou a praktickou cˇa´st´ı pra´ce tvorˇ´ı 5. kapitola, kde jsou uvedeny
algoritmy pro generova´n´ı frakta´ln´ıch u´tvar˚u. V textu jsou uvedeny prˇ´ıklady, kdy tvaroveˇ
podobne´ frakta´ly lze vytvorˇit odliˇsny´m zp˚usobem. Pro zaj´ımavost jsou u neˇktery´ch al-
goritmu˚ uvedeny mozˇnosti modifikac´ı. Da´le jsou popsa´ny neˇktere´ softwarove´ bal´ıky pro
generova´n´ı frakta´l˚u.
Praktickou cˇa´st reprezentuje kapitola 6. C´ılem diplomove´ pra´ce bylo zpracovat informace
ve formeˇ elektronicky´ch slajd˚u vyuzˇitelny´ch jako vy´ukovy´ materia´l prˇedmeˇtu Pocˇ´ıtacˇova´






Frakta´l je cˇlenity´ objekt, jehozˇ jednotlive´ cˇa´sti vykazuj´ı tvarovou podobnost s celkem [16].
Teˇmito objekty se zaby´va´ veˇdn´ı discipl´ına zvana´ frakta´ln´ı geometrie, ktera´ se zacˇala rozv´ıjet
od 60. let minule´ho stolet´ı d´ıky Benoitu B. Mandelbrotovi. Mandelbrot v roce 1977 jako
prvn´ı pouzˇil pojem frakta´l a uvedl jeho definici. Acˇkoliv bylo mnoho takovy´chto objekt˚u
zna´mo a popsa´no jizˇ drˇ´ıve (Kochova vlocˇka, Sierpinske´ho troju´heln´ık, atd.), byly veˇtsˇinou
povazˇova´ny za abnormality, a jak uva´d´ı [12, 3], matematici je rˇadili do tzv. “Galerie mons-
ter”. Tyto u´tvary se zda´ly nove´, nicˇemu v prˇ´ırodeˇ neodpov´ıdaj´ıc´ı a odporovaly geometricke´
intuici. Mnohe´ z nich byly “sobeˇpodobne´”. Pra´veˇ tato vlastnost je umozˇnˇovala popsat
nejle´pe, proto je Mandelbrot vycˇlenil pro sve´ veˇdecke´ zkouma´n´ı a nazval je pra´veˇ “frakta´ly”.
Uka´zal, zˇe frakta´ly nejsou vyj´ımkami, ale zˇe v podstateˇ vsˇe v prˇ´ırodeˇ ma´ frakta´ln´ı podstatu.
Dı´ky matematicke´mu popisu frakta´lu je Mandelbrotovi prˇipisova´no prvenstv´ı v te´to oblasti
a podle neˇho je pojmenova´na take´ mnozˇina, ktera´ vycha´z´ı z jednoduche´ komplexn´ı definice
(bude uvedena pozdeˇji). Vykreslenou Mandelbrotovu mnozˇinu mu˚zˇeme videˇt na obra´zku
2.1.
Frakta´l tedy mu˚zˇeme, z pohledu pocˇ´ıtacˇove´ grafiky, popsat jako nekonecˇneˇ cˇlenity´ u´tvar,
jehozˇ cˇa´st cˇasto vypada´ podobneˇ prˇi jake´mkoliv prˇibl´ızˇen´ı cˇi rotaci jako cely´ obrazec [10].
Dalˇs´ı zaj´ımavou vlastnost´ı mu˚zˇe by´t naprˇ. nekonecˇneˇ velky´ obvod, cˇi nekonecˇneˇ maly´ obsah.
Matematicka´ definice frakta´lu dosud nebyla uvedena. Nejv´ıce se j´ı bl´ızˇ´ı Mandelbrotova
specifikace: Frakta´l je mozˇina, jej´ızˇ hodnota Hausdorffovy-Besicovichovy dimenze
prˇesahuje hodnotu dimenze topologicke´, uvedena´ v jeho kniha´ch [3, 2, 12, 11]. Topo-
logicka´ dimenze (DT ) urcˇuje rozmeˇr teˇlesa, jak jej zna´me z beˇzˇne´ geometrie. DT bodu je
rovna nule, prˇ´ımka ma´ DT = 1, rovina DT = 2 a krychle DT = 3. Hausdorffova dimenze
obvykle neby´va´ cele´ cˇ´ıslo. Vı´ce podrobnost´ı bude uvedeno v kapitole 2.2.2.
2.1.1 Historie frakta´l˚u
Frakta´ln´ı geometrie je mladou, avsˇak dnes jizˇ relativneˇ rozsa´hlou veˇdn´ı discipl´ınou, ktera´
zasahuje do mnoha obor˚u. Nejveˇtsˇ´ı rozvoj nastal od sˇedesa´ty´ch let 20. stolet´ı, kdy se zacˇaly
vyuzˇ´ıvat prvn´ı pocˇ´ıtacˇe [25]. Jak jizˇ bylo uvedeno, nejzna´meˇjˇs´ım frakta´lem je Mandelbrotova
mnozˇina (obra´zek 2.1), dynamicky´ frakta´l lezˇ´ıc´ı v komplexn´ı rovineˇ. Mandelbrot nebyl
prvn´ı, kdo tento frakta´l vykreslil, jako prvn´ı ho vsˇak publikoval.
Prˇ´ıkladem objeven´ı frakta´ln´ı podstaty objektu da´vno prˇed Mandelbrotem jsou tzv.
Africke´ frakta´ly [6]. Vesnice, pala´ce nebo sˇperky, ktere´ lze nale´zt na u´zemı´ africky´ch sta´t˚u,
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Obra´zek 2.1: Mandelbrotova mnozˇina
splnˇuj´ı podmı´nky pro zarˇazen´ı mezi frakta´ly svy´m tvarem cˇi strukturou. V kapitole 4 jsou
uvedeny p˚udorysne´ fotografie vesnice, jej´ızˇ obydl´ı jsou usporˇa´da´na do frakta´ln´ıho obrazce.
S frakta´ly je mozˇne´ se setkat take´ v oboru meteorologie a klimatologie. Veˇdci prˇi
zkouma´n´ı graf˚u prˇedpoveˇd´ı pocˇas´ı zjistili, zˇe vypocˇtene´ hodnoty se znacˇneˇ meˇnily i s jen
minima´ln´ı zmeˇnou vstupn´ıch u´daj˚u. Z toho vyply´va´, zˇe pocˇas´ı se chova´ jako chaoticky´
syste´m a nelze dosa´hnout spolehlive´ prˇedpoveˇdi chova´n´ı pro delˇs´ı cˇasove´ u´seky [9]. Tento
proble´m popsal Edward Lorenz v roce 1963 prˇi zkouma´n´ı trˇ´ı dynamicky´ch rovnic, jak je
uvedeno v kapitole 2.4.1.
Chaos byl v te´ dobeˇ take´ prˇedmeˇtem zkouma´n´ı na mnoha veˇdecky´ch pracoviˇst´ıch.
V laboratorˇ´ıch IBM se snazˇili veˇdci vyrˇesˇit proble´m s na´hodny´m vy´skytem sˇumu na ko-
munikacˇn´ıch linka´ch mezi pocˇ´ıtacˇi. Prˇi snaze o jeho odstraneˇn´ı bylo vzˇdy opraveno veden´ı,
ovsˇem bez u´speˇchu. Sˇum se sta´le objevoval a mizel. V te´ dobeˇ u IBM pracoval take´ Mandel-
brot. Na vytiˇsteˇny´ch za´znamech datovy´ch prˇenos˚u a chyb na veden´ı vypozoroval znacˇnou
podobnost s Cantorovou mnozˇinou (obra´zek 3.5). Proble´m odstranili opakova´n´ım prˇenosu
zasˇumeˇny´ch dat [11, 25].
Konkre´tn´ı prˇ´ıklady jsou uvedeny v kapitole 4 na straneˇ 34.
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2.2 Dimenze
Dimenze je hlavn´ı pojem prˇi studiu frakta´l˚u. Beˇzˇna´ geometricka´ teˇlesa lze popsat konecˇny´m
pocˇtem parametr˚u (naprˇ. de´lka, plocha, pocˇet rozmeˇr˚u). Veˇtsˇina beˇzˇny´ch u´tvar˚u ma´ hod-
notu dimenze cele´ cˇ´ıslo, nazy´va´ se topologicka´ dimenze, ktere´ vyjadrˇuje kolik sourˇadnic
potrˇebujeme k jednoznacˇne´mu urcˇen´ı polohy bodu v tomto u´tvaru [25, 24]. Takove´to u´tvary
znacˇ´ıme jako geometricky hladke´ teˇlesa. Pro frakta´ln´ı geometrii vsˇak nen´ı topologicka´ di-
menze dostatecˇna´, proto se prˇida´va´ dimenze frakta´ln´ı - Hausdorffova (podle neˇmecke´ho
profesora Felixe Haussdorfa). Tato dimenze naby´va´ necelocˇ´ıselny´ch hodnot a uda´va´ mı´ru
cˇlenitosti u´tvaru, viz kapitola 2.2.2.
2.2.1 Topologicka´ dimenze
Topologicka´ dimenze (DT ) je zna´ma´ z klasicke´ geometrie. Jak jizˇ bylo rˇecˇeno drˇ´ıve, uda´va´
pocˇet parametr˚u, nutny´ pro popis polohy bodu v teˇlese [25, 24, 12]. DT bodu je rovna nule,
pro popis jeho polohy v neˇm same´m nen´ı potrˇeba zˇa´dny´ u´daj. Bod mu˚zˇeme popsat vztahem
P = X.
U´secˇka ma´ DT = 1, protozˇe potrˇebujeme jeden u´daj pro urcˇen´ı polohy bodu na u´secˇce.
Tote´zˇ plat´ı i pro dalˇs´ı krˇivky, kde poloha bodu na krˇivce je vyja´drˇena podobneˇ jako pro
naprˇ. parabolu :
x = x0 + t2 (2.1)
kde t je parametrem, ktery´ jednoznacˇneˇ definuje polohu bodu na krˇivce. De´lka krˇivek
mu˚zˇe by´t nekonecˇna´, avsˇak jejich plocha je nulova´.
DT roviny je rovna dveˇma, pro urcˇen´ı polohy bodu na plosˇe potrˇebujeme dva parametry,
ktere´ jej jednoznacˇneˇ urcˇuj´ı. Vyja´drˇen´ım roviny ohranicˇene´ kruzˇn´ıc´ı budizˇ:
x = x0 + r ∗ cos α (2.2)
y = y0 + r ∗ sin α (2.3)
kde r je parametrem urcˇuj´ıc´ım polomeˇr kruzˇnice, jej´ı strˇed se nacha´z´ı v bodeˇ [x0, y0] a
α je promeˇnny´ parametr α ∈ 〈0, 2pi).
Podobneˇ pak ma´ naprˇ. krychle DT = 3.
Pro za´kladn´ı geometricke´ u´tvary zna´me vztahy, ze ktery´ch mu˚zˇeme vypocˇ´ıtat jejich
vlastnosti, jako de´lku, plochu cˇi objem. Tyto hodnoty jsou neza´visle´ na jednotka´ch, ve
ktery´ch jsou uda´ny parametry teˇles. Detailneˇji viz [3, 24].
2.2.2 Hausdorffova dimenze
Frakta´ln´ı dimenze cˇi Hausdorffova dimenze, bude oznacˇova´na D, uda´va´ mı´ru cˇlenitosti
u´tvaru. Pro frakta´ln´ı objekty je hodnota te´to dimenze veˇtsˇ´ı nezˇ hodnota DT .
Prˇi meˇrˇen´ı vlastnost´ı Euklidovsky´ch u´tvar˚u dosta´va´me celocˇ´ıselne´ hodnoty neza´visle
na zvolene´m meˇrˇ´ıtku, at’ uzˇ zjiˇst’ujeme jejich de´lku, povrch, objem, dimenzi. Pro frakta´ln´ı
obrazce vsˇak nen´ı celocˇ´ıselne´ vyja´drˇen´ı dimenze dostatecˇne´.
Prˇi meˇrˇen´ı de´lky pobrˇezˇ´ı ostrova Korsika v roce 1961 zjistil L. Richardson zvla´sˇtnost
- nameˇrˇena´ hodnota byla za´visla´ na de´lce pouzˇ´ıvane´ho meˇrˇidla. Cˇ´ım v´ıce se zmensˇovalo
meˇrˇidlo, t´ım veˇtsˇ´ı hodnota vysˇla, tud´ızˇ prˇi de´lce limitneˇ se bl´ızˇ´ıc´ı nule, by de´lka rostla
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do nekonecˇna [12, 25, 9]. Z toho vyply´va´, zˇe ostrov o konecˇne´ plosˇe ma´ nekonecˇnou de´lku
pobrˇezˇ´ı. Ilustraci meˇrˇen´ı je mozˇno videˇt na obra´zku 2.2.
Obra´zek 2.2: Meˇrˇen´ı obvodu ostrova
Richardson prˇi zkouma´n´ı hranic sta´t˚u a pobrˇezˇ´ı ostrov˚u zjistil, zˇe odmeˇrˇena´ de´lka L(G)
je za´visla´ na meˇrˇ´ıtku G. Po neˇkolika meˇrˇen´ıch vyslovil domneˇnku, zˇe L(G) mu˚zˇe by´t apro-
ximova´no funkc´ı:
L(G) = MG1−D (2.4)
Azˇ Mandelbrot uka´zal, zˇe de´lka pobrˇezˇ´ı a ostatn´ı zemeˇpisne´ hranice jsou za´visle´ na kon-
stanteˇ D, jezˇ vyjadrˇuje Hausdorffovu dimenzi [22].
Stejny´ proble´m, jako s obvodem ostrova, by nastal prˇi meˇrˇen´ı de´lky rˇeky, pokud by se
zmeˇrˇila de´lka leve´ho a prave´ho brˇehu a pak se zpr˚umeˇrovala. Prˇi prˇesne´m meˇrˇen´ı by se
de´lka rˇek bl´ızˇila nekonecˇnu. Pra´veˇ proto, zˇe vzda´lenost od u´st´ı k prameni je konecˇna´, je
nutno rˇeky meˇrˇit po dany´ch kroc´ıch, cˇi prˇ´ımo v toku rˇeky.
Vzorec pro vy´pocˇet Hausdorffovy dimenze lze z´ıskat na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem:
• meˇjme u´secˇku, kterou rozdeˇl´ıme na N d´ılk˚u, de´lka jednoho d´ılku bude s = 1N ,
• pro Hausdorffovu dimenzi plat´ı obecneˇ, zˇe N ∗ sD = 1,
• postupny´mi u´pravami prˇedchoz´ıho vy´razu dostaneme vzorec 2.5, ze ktere´ho po dosa-





Hausdorffova dimenze je tedy cˇ´ıslo, ktere´ uda´va´ jakou rychlost´ı roste de´lka, obsah cˇi
objem do nekonecˇna. Liˇs´ı-li se D a DT ma´lo, bude u´tvar ma´lo cˇlenity´, kdezˇto bude-li
DT > D, bude u´tvar velmi cˇlenity´. Podrobneˇji viz [3, 24].
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2.3 Sobeˇpodobnost
Sobeˇpodobnost je jednou z hlavn´ıch vlastnost´ı frakta´lu. Da´ se rˇ´ıci, zˇe sobeˇpodobnost zna-
mena´ opakova´n´ı sebe sama naprˇ. se zmeˇnou meˇrˇ´ıtka, posunut´ım, rotac´ı nebo zkosen´ım.
V matematice se setka´va´me s oznacˇen´ım invariance v˚ucˇi zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka. Tato vlastnost
take´ napoma´ha´ identifikaci frakta´l˚u v prˇ´ırodeˇ. Naprˇ´ıklad kapradinu mu˚zˇeme povazˇovat za
slozˇeninu nekonecˇne´ho pocˇtu veˇtvicˇek cˇi l´ıstk˚u, ktere´ po zveˇtsˇen´ı vypadaj´ı opeˇt jako kap-
radina, viz obra´zek 2.3.
Obra´zek 2.3: Frakta´ln´ı kapradina
Definice sobeˇpodobne´ mnozˇiny zn´ı takto [25]: Sobeˇpodobna´ mnozˇina A n-dimenzio-
na´ln´ıho Euklidovske´ho prostoru En je takova´ mnozˇina, pro n´ızˇ existuje konecˇneˇ mnoho
kontrahuj´ıc´ıch zobrazen´ı φ1, ..., φn (zobrazen´ı z En do En), ktere´ zmensˇ´ı vzda´lenost mezi





Pro E2 a E3 se mu˚zˇe u zobrazen´ı φi jednat o tzv. linea´rn´ı transformace, kdy se meˇn´ı
i meˇrˇ´ıtko. Teˇchto transformac´ı se pak vyuzˇ´ıva´ ke generova´n´ı IFS frakta´l˚u, ktere´ jsou
popsa´ny v kapitole 3.3.
Mnozˇina definovana´ t´ımto zp˚usobem ma´ neˇkolik velmi zaj´ımavy´ch vlastnost´ı:
• vznika´ opakova´n´ım sebe sama prˇi urcˇite´ transformaci (zmeˇna meˇrˇ´ıtka, rotace, po-
sunut´ı nebo zkosen´ı). Pouzˇ´ıvaj´ı se i transformace nelinea´rn´ı, avsˇak je d˚ulezˇite´, aby
vzˇdy sˇlo o transformace, ktere´ zkracuj´ı vzda´lenost mezi dveˇma r˚uzny´mi body.
• je invariantn´ı v˚ucˇi zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka. Prˇi libovolne´m zveˇtsˇen´ı, cˇi zmensˇen´ı vypadaj´ı
podobneˇ. Vlastnost vyply´va´ z definice sobeˇpodobne´ mnozˇiny.
• vznika´ sama ze sebe, respektive vznika´ opakova´n´ım te´hozˇ motivu.
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Princip opakova´n´ı podobny´ch tvar˚u ve zmensˇene´ podobeˇ je videˇt prakticky u jake´koliv
slozˇite´ struktury, ktera´ je generova´na i velmi jednoduchy´mi pravidly. Veˇtven´ı stromu˚ cˇi
ce´v a zˇil v teˇlech zˇivocˇich˚u, nebo hromadeˇn´ı bakte´ri´ı a rˇas v koloni´ıch, se da´ matematicky
uspokojiveˇ popsat pouze frakta´ln´ı geometri´ı. Prˇi pokusech o popsa´n´ı prˇ´ırodn´ıch u´tvar˚u
na´stroji Euklidovske´ geometrie byly konstrukce prˇ´ıliˇs komplikovane´ nebo neodpov´ıdaly re-
aliteˇ. Frakta´ly vsˇak slouzˇ´ı i k modelova´n´ı a pochopen´ı slozˇity´ch deˇj˚u, ktere´ se odehra´vaj´ı
v cˇase, tud´ızˇ se jedna´ o jevy dynamicke´.
Prˇi pouzˇ´ıva´n´ı pojmu sobeˇpodobnosti je trˇeba si uveˇdomit, zˇe se jedna´ o podobnost
objektu prˇi zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka. Existuje mnoho geometricky´ch u´tvar˚u, ktere´ jsou podobne´ (nebo
shodne´) prˇi aplikaci jine´ transformace. Naprˇ´ıklad cˇtverec je invariantn´ı v˚ucˇi strˇedove´mu
zrcadlen´ı, kruh je invariantn´ı v˚ucˇi stranove´mu zrcadlen´ı a prˇ´ımka je invariantn´ı v˚ucˇi posunu
ve smeˇru jej´ıho vektoru. Tato invariance, pokud nen´ı doprova´zena invarianc´ı v˚ucˇi zmeˇneˇ
meˇrˇ´ıtka, v zˇa´dne´m prˇ´ıpadeˇ nedefinuje frakta´l.
2.4 Atraktor
S pojmem “atraktor” se setka´va´me nejcˇasteˇji prˇi popisu dynamicky´ch syste´mu˚ a IFS
syste´mu˚. Atraktor dynamicke´ho syste´mu je mnozˇina stav˚u, do ktery´ch syste´m smeˇrˇuje.
Je to mnozˇina hodnot, ktery´ch mu˚zˇe naby´vat stavovy´ vektor dynamicke´ho syste´mu po
dostatecˇneˇ dlouhe´m cˇasove´m u´seku od inicializace syste´mu. Z geometricke´ho hlediska mu˚zˇe
by´t atraktorem bod, krˇivka nebo jakkoli rozmanita´ mnozˇina frakta´ln´ı podstaty.
Atraktory se daj´ı rozdeˇlit do neˇkolika trˇ´ıd a mu˚zˇe jimi by´t [25]:
• mnozˇina pevny´ch bod˚u,
• mnozˇina periodicky´ch bod˚u,
• mnozˇina kvaziperiodickych bod˚u,
• atraktor je chaoticky´,
• atraktor je podivny´.
Je-li atraktorem dynamicke´ho syste´mu mnozˇina pevny´ch bod˚u, jedna´ se o nejjednodusˇsˇ´ı
prˇ´ıpad - syste´m se v nekonecˇne´m cˇase usta´lil v neˇjake´m stabiln´ım stavu, ktery´ lze doprˇedu
vypocˇ´ıtat.
Je-li atraktorem mnozˇina periodicky´ch (resp. kvaziperiodicky´ch) bod˚u, jde take´ o ele-
menta´rn´ı prˇ´ıpad. Syste´m se po urcˇite´ dobeˇ usta´lil tak, zˇe osciluje mezi neˇkolika stavy.
Je-li atraktor chaoticky´, znamena´ to, zˇe vy´sledny´ stav syste´mu nelze nijak doprˇedu
prˇedpoveˇdeˇt. To mu˚zˇe by´t zp˚usobeno take´ t´ım, zˇe je syste´m velmi citlivy´ na pocˇa´tecˇn´ı
podmı´nky. Chaoticˇnost v tomto prˇ´ıpadeˇ neznamena´ na´hodnost, protozˇe se sta´le pohybujeme
v ra´mci deterministicky´ch syste´mu˚.
Podivny´ atraktor (anglicky strange attractor) je z hlediska frakta´ln´ı geometrie prˇ´ıpadem
nejzaj´ımaveˇjˇs´ım. Tento typ atraktoru mu˚zˇe vzniknout, je-li syste´m popsa´n minima´lneˇ trˇemi
souvisej´ıc´ımi diferencia´ln´ımi rovnicemi. Takovy´ syste´m mu˚zˇe mı´t velmi komplikovany´ atrak-
tor, ktery´ sice bude vykazovat vlastnosti pravidelne´ho, ale soucˇasneˇ i chaoticke´ho atrak-
toru. Termı´n podivny´ atraktor nen´ı prˇesneˇ matematicky definova´n (definice sice existuj´ı,
nezahrnuj´ı vsˇak vsˇechny typy podivny´ch atraktor˚u), ale povazˇujeme za neˇj takovy´ atrak-
tor, ktery´ vykazuje stejne´ vlastnosti, jake´ maj´ı frakta´ly. Vsˇechny chaoticke´ atraktory jsou
soucˇasneˇ podivny´mi atraktory, opacˇneˇ to vsˇak neplat´ı. Prˇ´ıklad podivne´ho atraktoru ma´me
na obra´zku 2.4, nebo viz [12, 25].
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2.4.1 Lorenz˚uv atraktor
Lorenz˚uv atraktor byl prvn´ım zkoumany´m a popsany´m dynamicky´m syste´mem. Edward
Lorenz jej objevil prˇi zkouma´n´ı vlastnost´ı vodn´ıho kola, kdy do na´dob umı´steˇny´ch po ob-
vodu prˇite´ka´ a odte´ka´ voda. Proces se jevil jako jednoduchy´, avsˇak jedna´ se o chaoticky´
syste´m. Projevila se u neˇj vysoka´ citlivost na pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky, tzv. “moty´l´ı efekt” (mala´
zmeˇna pocˇa´tecˇn´ıch hodnot zp˚usob´ı velky´ rozd´ıl ve vy´sledku). Naplneˇn´ım na´doby se kolo
roztocˇilo a Lorenz zkoumal mozˇnosti pohybu kola, ktere´ mohou nastat v prˇ´ıpadeˇ, zˇe se
na´doba nestihne naplnit cela´, nevytecˇe cela´ atd.
Pomoc´ı trˇ´ı rovnic [22]:
dx
dy
= σ(y − x) (2.7)
dy
dt
= x(ρ− z)− y (2.8)
dz
dt
= xy − βy (2.9)
vyja´drˇil Lorenz chova´n´ı syste´mu (σ se nazy´va´ Prandtlovo cˇ´ıslo a ρ je Rayleightovo cˇ´ıslo).
Kdyzˇ pak na pocˇ´ıtacˇi nechal zobrazit graf, syste´m se d´ıky zvoleny´m hodnota´m nechoval
periodicky, ale chaoticky - nedalo se prˇedpoveˇdeˇt v jake´m stavu se bude syste´m nacha´zet
v na´sleduj´ıc´ım okamzˇiku. Vy´sledek je na obra´zku 2.4. Dra´hy se na simulaci prˇekry´vaj´ı
z d˚uvodu pouzˇit´ı konecˇne´ho pocˇtu desetinny´ch mı´st pro zobrazen´ı cˇ´ısel. Pokud by se pouzˇilo
prˇesne´ho modelu, tato situace by nikdy nenastala a dra´hy by se krˇ´ızˇily.
Obra´zek 2.4: Lorenz˚uv atraktor - graf
S podivny´mi atraktory a dynamicky´mi syste´my souvis´ı u´loha pocha´zej´ıc´ı z klasicke´
fyziky - proble´m trˇ´ı teˇles [25]. Ve vesmı´ru ma´me trˇi teˇlesa a zadane´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky
syste´mu (poloha, hmotnost teˇles, pocˇa´tecˇn´ı rychlost a smeˇr pohybu). U´kolem je analyticky
vyja´drˇit poholu teˇles v libovolne´m okamzˇiku.
Byla doka´za´na nerˇesˇitelnost tohoto proble´mu, prˇestozˇe proble´m dvou teˇles je jednoduchy´.
Du˚vodem je pohyb teˇles po cˇa´stecˇneˇ chaoticky´ch draha´ch, kdy jsou prˇitahova´na k urcˇity´m
bod˚um, ktery´mi trajektorie procha´zej´ı. Tyto body byly nazva´ny atraktory kv˚uli sve´ vlast-




Jedneˇmi z prvn´ıch matematik˚u, kterˇ´ı nalezli objekty vyhovuj´ıc´ı definici frakta´lu, avsˇak
nevideˇli mezi nimi jesˇteˇ souvislost, byli Georg Cantor, Helge von Koch, Waclaw Sierpins-
ki cˇi Gaston Julia. I d´ıky jejich pra´ci mohl Mandelbrot pozdeˇji definovat pojem frakta´l.
V na´sleduj´ıc´ıch kapitola´ch budou neˇktere´ z prvn´ıch frakta´l˚u uvedeny.
Postupem cˇasu byly frakta´ln´ı u´tvary na za´kladeˇ spolecˇny´ch charakteristik rozrˇazeny do
skupin [25]. Takto cˇleneˇne´ jednotlive´ typy frakta´l˚u jsou vhodne´ pro rˇesˇen´ı urcˇity´ch u´loh
v jednom nebo v´ıce oborech. V pocˇ´ıtacˇove´ grafice je d˚ulezˇite´, zˇe algoritmy pro vytva´rˇen´ı
frakta´l˚u jsou podobne´ pro jednotlive´ skupiny, prˇestozˇe se tvar vygenerovany´ch obrazc˚u liˇs´ı.
Frakta´ly deˇl´ıme na na´sleduj´ıc´ı typy:
• Dynamicke´ syste´my s frakta´ln´ı strukturou,
• L-syste´my,
• Syste´my iterovany´ch funkc´ı IFS,
• Stochasticke´ frakta´ly (nepravidelne´ frakta´ly).
3.1 Dynamicke´ syste´my
Dynamicke´ syste´my tvorˇ´ı tu skupinu (resp. kategorii) frakta´l˚u, ktera´ ma´ v technicke´ praxi
nejˇsirsˇ´ı uplatneˇn´ı. Dynamicky´ syste´m je matematicky´ model, jehozˇ stav je za´visly´ na neˇjake´
promeˇnne´ (naprˇ. cˇasu). Dynamicky´ syste´m vycha´z´ı z pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek a je jimi v cˇase
determinova´n. Existuj´ı dynamicke´ syste´my, ktere´ se po urcˇite´m cˇase neusta´l´ı v pevne´m
stavu, ale ani nediverguj´ı. Tento prˇ´ıpad, ktery´ prˇipomı´na´ iraciona´ln´ı cˇ´ısla, ma´ veˇtsˇinou
frakta´ln´ı dynamiku a oznacˇuje se termı´nem deterministicky´ chaos. Vı´ce viz [3, 12, 24].
Dynamicky´ syste´m je popsa´n pomoc´ı dynamicky´ch podmı´nek, ktere´ popisuj´ı jeho zmeˇnu
syste´mu v cˇase. Dynamicke´ podmı´nky jsou veˇtsˇinou zada´ny soustavou diferencia´ln´ıch rovnic,
ktere´ popisuj´ı zmeˇnu stavove´ho vektoru v cˇase. Zmeˇna stavu dynamicke´ho syste´mu se deˇje
proveden´ım teˇchto diferencia´ln´ıch rovnic a nahrazen´ım stare´ho stavove´ho vektoru novy´m.
Z hlediska pocˇ´ıtacˇove´ grafiky je nejzaj´ımaveˇjˇs´ı vhodny´m zp˚usobem vizualizovat neˇjakou
vlastnost dynamicke´ho syste´mu. Nejcˇasteˇji se u bod˚u v komplexn´ı rovineˇ sleduje u´nik od
atraktoru v za´vislosti na pocˇtu iterac´ı. Dojde-li k u´niku bodu, vybarv´ı se tento bod u´meˇrneˇ




Beˇhem druhe´ sveˇtove´ va´lky dva francouzsˇt´ı matematikove´ Gaston Julia a Pierre Fatou
objevili zvla´sˇtn´ı u´tvary pozdeˇji nazy´ne´ Juliovy mnozˇiny. Neˇktere´ se podobaj´ı kerˇ´ık˚um, jine´
morˇsky´m kon´ık˚um cˇi kra´l´ık˚um.
Juliovy mnozˇiny jsou vytva´rˇeny pomoc´ı iterace funkce komplexn´ı paraboly:
zn+1 = z2n + c (3.1)
kde promeˇnne´ zn a c lezˇ´ı v komplexn´ı rovineˇ. Pocˇa´tecˇn´ı hodnota z0 v prˇ´ıpadeˇ Juliovy´ch
mnozˇin reprezentuje pozici bodu v komplexn´ı rovineˇ. Komplexn´ı hodnota c je zvolena libo-
volneˇ a pro vsˇechny pocˇ´ıtane´ body v jednom obrazci z˚usta´va´ konstantn´ı. Prˇ´ıklad Juliovy
mnozˇiny o sourˇadnic´ıch (-0.726895347709114071439, 0.188887129043845954792) vid´ıme na
obra´zku 3.1.
Obra´zek 3.1: Juliova mnozˇina
Pro zvy´razneˇn´ı atritbut˚u se Juliovy mnozˇiny vykresluj´ı barevneˇ. Nejcˇasteˇjˇs´ı zp˚usob
obarven´ı je ten, zˇe barva bodu charakterizuje krok iterace, ve ktere´m bylo zjiˇsteˇno, zˇe bod
nediverguje.
3.1.2 Mandelbrotova mnozˇina
Mandelbrotova mnozˇina (anglicky Mandelbrot Set nebo M-set) je nelinea´rn´ım determinis-
ticky´m frakta´lem. Je povazˇova´na za jeden z nejzaj´ımaveˇjˇs´ıch frakta´l˚u (obra´zek 2.1), ktery´ se
pouzˇ´ıva´ v pocˇ´ıtacˇove´ grafice, naprˇ´ıklad ke generova´n´ı textur nebo vytva´rˇen´ı trojrozmeˇrny´ch
model˚u hor. Objevena byla prˇi analy´ze dynamicky´ch syste´mu˚ se zpeˇtnou vazbou. Jako
prvn´ı zrˇejmeˇ mnozˇinu vykreslili Robert Brooks a Peter Matelski v roce 1978. Obrazec byl
cˇernob´ıly´ a rozliˇsoval konvergenci a divergenci posloupnosti hodnot [12, 25]. S rozvojem
pocˇ´ıtacˇove´ grafiky dosˇlo k rozsˇ´ıˇren´ı mozˇnost´ı vybarvova´n´ı na za´kladeˇ naprˇ. pocˇtu iterac´ı
nutny´ch k rozhodnut´ı divergence bodu, velikosti posledn´ı vypocˇtene´ hodnoty |zn|, podle
hodnot rea´lne´ cˇi imagina´rn´ı slozˇky atd.
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Narozd´ıl od Juliovy´ch mnozˇin, ktery´ch je v´ıce druh˚u, je Mandelbrotova mnozˇina jedna
a je souvisla´, cozˇ doka´zali v roce 1982 Adrien Douady a John Hubbard. Pra´veˇ Hubbard ji
dal jme´no, pod ktery´m je dnes vsˇeobecneˇ zna´ma. Objekty stejne´ho tvaru jako je samotna´
Mandelbrotova mnozˇina lze nale´zt nejen po jej´ım obvodu, ale i “osamoceny” v okol´ı, jak lze
videˇt na obra´zku 3.2. Vzˇdy jsou spojeny s hlavn´ı cˇa´st´ı, z cˇehozˇ vyply´va´, zˇe Mandelbrotova
mnozˇina je souvisla´.
Obra´zek 3.2: Detaily v Mandelbrotoveˇ mnozˇineˇ
Mandelbrotova mnozˇina je opeˇt vytva´rˇena pomoc´ı iterace funkce komplexn´ı paraboly:
zn+1 = z2n + c (3.2)




c ∈ C | c→ c2 + c→ · · · je omezena´} (3.3)
cozˇ je p˚uvodn´ı Mandelbrotova definice z roku 1979. Lze ji ovsˇem take´ definovat jako mnozˇinu
vsˇech komplexn´ıch cˇ´ısel c, kdy je Juliova mnozˇina Jc souvisla´, tj.
M =
{
c ∈ C | Jc je souvisla´
}
(3.4)
Pokud je posloupnost iterac´ı omezena´, na´lezˇ´ı bod C Mandelbrotoveˇ mnozˇineˇ.
Zaj´ımavost´ı je, zˇe pr˚usecˇ´ık te´to mnozˇiny s rea´lnou osou tvorˇ´ı proslulou Feigenbaumovu
posloupnost bifurkac´ı. Tato okolnost zavdala prˇ´ıcˇinu k p´ısemne´ prˇestrˇelce mezi Mandel-
brotem a Feigenbaumem, ty´kaj´ıc´ı se autorstv´ı neˇktery´ch za´kladn´ıch idej´ı v teorii chaosu
[16, 25].
3.1.3 Newtonova frakta´ln´ı mnozˇina
Newtonova frakta´ln´ı mnozˇina byla objevena Johnem Hubbardem. Prˇi prˇedna´sˇen´ı Newtonovy
iteracˇn´ı metody [9, 22], urcˇene´ pro vyhleda´va´n´ı korˇen˚u polynomu˚, zadal student˚um u´kol,
aby zkusili pro rovnici 3.5 nale´zt korˇeny v komplexn´ı rovineˇ.
x3 + 1 = 0 (3.5)
Jeho prˇedstavou bylo, zˇe rˇesˇen´ı rozdeˇl´ı komplexn´ı rovinu na neˇkolik oddeˇleny´ch ploch,
ke ktery´m bude rˇesˇen´ı konvergovat. Na rozhran´ı oblast´ı se vsˇak objevily zvla´sˇt´ı obrazce.
Hubbard zacˇal chova´n´ı rovnice zkoumat a po barevne´m oznacˇen´ı bod˚u dostal obrazec,
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ktery´ mu˚zˇeme videˇt na obra´zku 3.3. Na hranici trˇ´ı velky´ch oblast´ı v´ıd´ıme sobeˇpodobny´
obrazec, ktery´ podle obarven´ı podoblast´ı urcˇuje, ke ktere´mu rˇesˇen´ı konverguje. Zaj´ımave´
je, zˇe vy´secˇe obsahuj´ı i barvy odpov´ıdaj´ıc´ı nejvzda´leneˇjˇs´ımu korˇenu. Rovnice 3.5 je za´kladn´ı
rovnic´ı pro vygenerova´n´ı Newtonovy frakta´ln´ı mnozˇiny a z obra´zku je patrne´, zˇe mimo
oblast konvergence je tato metoda citliva´ na zvolene´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky. Prˇi zmeˇneˇ stupneˇ
a tvaru polynomu dosta´va´me odliˇsny´ vzhled obrazce.
Obra´zek 3.3: Newtonova frakta´ln´ı mnozˇina
3.2 L-syste´my
L-syste´my, jezˇ jsou v neˇktere´ literaturˇe take´ oznacˇova´ny termı´nem Lindenmayerovy syste´my,
jsou skupinou frakta´l˚u definovany´ch pomoc´ı prˇepisovac´ıch gramatik [24]. Na´zev pocha´z´ı
z anglicke´ zkratky LOGO-like turtle. LOGO je zna´my´ programovac´ı jazyk urcˇeny´ pro
vy´uku programova´n´ı, jezˇ je zalozˇeny´ na Lispu. Pomoc´ı tohoto jazyka se jednoduchy´mi
prˇ´ıkazy, ovla´daj´ıc´ımi virtua´ln´ı zˇelvu pohybuj´ıc´ı se po plosˇe, daj´ı kreslit r˚uzne´ obrazce slozˇene´
veˇtsˇinou z u´secˇek.
Podstatou tvorby L-syste´mu˚ je prˇepisova´n´ı rˇeteˇzc˚u podle dany´ch gramatik. Kazˇde´mu
termina´ln´ımu symbolu (znaku, jezˇ se neprˇepisuje) v rˇeteˇzci je prˇiˇrazen jisty´ geometricky´
vy´znam, ktery´ odpov´ıda´ prˇ´ıkazu pro zˇelvu v jazyce LOGO. Mezi tyto termina´ln´ı symboly
patrˇ´ı naprˇ´ıklad znaky uvedene´ v tabulce 3.1 [25].
Pomoc´ı posledn´ıch dvou prˇ´ıkaz˚u (push a pop) lze generovat obrazce, ve ktery´ch prob´ıha´
veˇtven´ı struktury. Zaj´ımave´ obrazce s frakta´ln´ı strukturou se zacˇnou tvorˇit, jestlizˇe v jazyce
LOGO pouzˇijeme rekurzi, cozˇ odpov´ıda´ iteraci v gramatice (na prave´ straneˇ prˇepisovac´ıho
pravidla gramatiky je nontermina´ln´ı symbol shodny´ se symbolem na leve´ straneˇ pravidla).
Jednou z mozˇnost´ı, jak klasicke´ L-syste´my rozsˇ´ıˇrit, je pouzˇit´ı v´ıce zˇelv a zaveden´ı novy´ch
symbol˚u pro soubeˇzˇne´ nebo samostatne´ rˇ´ızen´ı teˇchto zˇelv.
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Symbol Vy´znam
F forward - posun zˇelvy doprˇedu
B back - posun zˇelvy dozadu
+ right - natocˇen´ı zˇelvy doprava
- left - natocˇen´ı zˇelvy doleva
[ push - ulozˇen´ı pozice a orientace zˇelvy na za´sobn´ık
] pop - obnoven´ı pozice a orientace zˇelvy ze za´sobn´ıku
Tabulka 3.1: Termina´ln´ı symboly
Za pomoci L-syste´mu˚ lze generovat frakta´ly, ktere´ se podobaj´ı rostlina´m, stromu˚m a
dalˇs´ım prˇ´ırodn´ım u´tvar˚um. Slozˇiteˇjˇs´ı aplikace smeˇrˇuj´ı k vyuzˇit´ı teˇchto frakta´l˚u ke generova´n´ı
plosˇny´ch i prostorovy´ch (tj. objemovy´ch) textur, vyuzˇit´ı nacha´zej´ı take´ v oblasti CAD
syste´mu˚.
L-syste´my se da´ vytvorˇit take´ Sierpinske´ho troju´heln´ık, obra´zek 3.4, ktery´ generuje
gramatika:
symboly : A, B (kresli vprˇed)
konstanty : +, −(rotace doprava, doleva o u´hel)
start : A
pravidla : A→ B −A−B (3.6)
B → A+B +A (3.7)
u´hel : 60◦
Obra´zek 3.4: Sierpinske´ho troju´heln´ık
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Mezi L-syste´my patrˇ´ı i Fibonacciho cˇ´ısla, jezˇ jsou generovana´ gramatikou se startovac´ım
symbolem A a pravidly:
A → AB (3.8)
B → B (3.9)
cozˇ vygeneruje sekvenci:
n = 0 : A
n = 1 : B
n = 2 : AB
n = 3 : BAB
n = 4 : ABBAB
n = 5 : BABABBAB
...
Pokud spocˇ´ıta´me de´lku vsˇech rˇeteˇzc˚u, dostaneme Fibonacciho posloupnost cˇ´ısel: 1 1 2 3 5
8 13 21 34 . . . .
3.2.1 Cantorova mnozˇina
Cantorova mnozˇina (neˇkdy oznacˇovana´ Cantorovo diskontinuum) je mnozˇina bod˚u z in-
tervalu 〈0, 1〉. Popsal ji neˇmecky´ matematik Georg Cantor prˇi zkouma´n´ı mnozˇin bod˚u, ve
spojitosti s konvergenc´ı fourierovy´ch rˇad.

















. V dalˇs´ı iteraci se postupuje
stejneˇ - vyjme se vzˇdy prostrˇedn´ı trˇetina intervalu. Intervaly, ktere´ v mnozˇineˇ z˚ustaly jsou
Cantorovou mnozˇinou. Sedm iterac´ı lze videˇt na obra´zku 3.5.
Obra´zek 3.5: Cantorova mnozˇina, 7 iterac´ı






9 atd., ktery´ch je spocˇetneˇ mnoho.
Cantorova mnozˇina je nespocˇetna´ [12, 16], existuje proto jesˇteˇ nespocˇetneˇ mnoho dalˇs´ıch
bod˚u, ktere´ do mnozˇiny na´lezˇ´ı.
Gramatika pro vygenerova´n´ı Cantorovy mnozˇiny v pravidlech zˇelv´ı grafiky (viz tabulka
3.1) ma´ tvar:
symboly : F, G (kresli vprˇed, posun vprˇed)
start : F
pravidla : F → FGF (3.10)
G→ GGG (3.11)
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Hausdorffova dimenze Cantorovy mnozˇiny jeD = log 2log 3 ≈ 0, 6309. Zaj´ımavost´ı je, zˇe Can-
torova mnozˇina je mnozˇina bod˚u na Kochoveˇ krˇivce, ktere´ prot´ınaj´ı p˚uvodn´ı horizonta´ln´ı
u´secˇku. Prˇedstavuje take´ nejjednodusˇsˇ´ı frakta´ln´ı objekt, na ktere´m lze vysveˇtlit pojmy
frakta´ln´ı geometrie (zmeˇna meˇrˇ´ıtka, sobeˇpodobnost, . . . ). Cantorovu mnozˇinu z´ıska´me take´
rˇezem nespojitou Juliovou mnozˇinou.
3.2.2 Kochova vlocˇka
Dalˇs´ım zna´my´m L-syste´mem je Kochova vlocˇka (krˇivka) pojmenovana´ po Helge von Ko-
chovi. Konstrukce, kterou lze videˇt na obra´zku 3.6, se provede tak, zˇe se u´secˇku de´lky
1, rozdeˇl´ı na trˇi cˇa´sti o de´lce 13 . Prostrˇedn´ı trˇetinu je pote´ nahrazena rovnostranny´m
troju´heln´ıkem. Stejny´ postup je aplikova´n na vsˇechny cˇtyrˇi vznikle´ u´secˇky. Takto se po-
kracˇuje azˇ do nekonecˇna. Prvn´ı krok, v tomto prˇ´ıpadeˇ u´secˇka de´lky 1, se nazy´va´ inicia´tor.
U´tvar v druhe´m kroku, ktery´m je u´secˇka nahrazova´na se nazy´va´ genera´tor. Generova´n´ı
mnozˇiny spocˇ´ıva´ v tom, zˇe v kazˇde´m kroku jsou nahrazeny vsˇechny inicia´tory genera´torem.
Detailneˇji viz [12].
Obra´zek 3.6: Kochova vlocˇka, konstrukce
Krˇivka ma´ neˇkolik zaj´ımavy´ch vlastnost´ı, mnoho z nich je shodny´ch s Cantorovou
mnozˇinou. Je tvorˇena cˇtyrˇmi cˇa´stmi, ktere´ jsou shodne´ s p˚uvodn´ı mnozˇinou, ale zmensˇene´
v meˇrˇ´ıtku 1:3. Krˇivka neobsahuje zˇa´dne´ u´secˇky nebo hladke´ segmenty, rovneˇzˇ v zˇa´dne´m
bodeˇ nema´ derivaci. Vy´pocˇtem se da´ zjistit, zˇe de´lka k-te´ iterace prˇi konstrukci mnozˇiny je
rovna (43)
k, pro k →∞ je tedy jej´ı de´lka rovna nekonecˇnu a krˇivka zab´ıra´ nulovou plochu.
Hausdorffova dimenze krˇivky je D = log 4log 3 ≈ 1, 2619.
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Kochovu vlocˇku lze vygenerovat, za pouzˇit´ı pravidel zˇelv´ı grafiky (viz tabulka 3.1),
gramatikou s jediny´m prˇepisovac´ım pravidlem:
symboly : F (kresli vprˇed)
konstanty : +, − (rotace doprava, doleva)
start : F −−F −−F (3.12)
pravidlo : F → F + F −−F + F (3.13)
Kochova vlocˇka byla pokla´da´na za “matematicke´ monstrum”. V roce 1893 Charles Her-
mite v dopise napsal [12]: “odvrac´ım se ve strachu a s hr˚uzou od tohoto b´ıdne´ho moru
funkc´ı bez derivace. (anglicky turning away in fear and horror from this lamentable plague
of functions with no derivatives)”.
3.2.3 Hilbertova krˇivka
Hilbertova krˇivka je jedn´ım z nejjednodusˇsˇ´ıch frakta´l˚u. Poprve´ byla popsa´na v roce 1891
neˇmecky´m matematikem Davidem Hilbertem. Prˇestozˇe je tvorˇena na sebe navazuj´ıc´ımi
u´secˇkami (jednodimenziona´ln´ı objekt), vyplnˇuje celou plochu. Topologicka´ dimenze Hilber-
tovy krˇivky DT = 1, Hausdorffova dimenze D = 2, podobneˇ jako u Mandelbrotovy mnozˇiny,
ktera´ vsˇak nevyplnˇuje celou rovinu viz kapitola 3.1.2. Jej´ı de´lka je rovna 2n − 12n , cozˇ zna-
mena´, zˇe roste exponencia´lneˇ s n (pocˇet iterac´ı).
Obra´zek 3.7: Hilbertova krˇivka
Zkonstruova´n´ı Hilbertovy krˇivky je slozˇiteˇjˇs´ı nezˇ v prˇ´ıpadeˇ Kochovy vlocˇky. Krˇivka
vytvorˇena´ v n-te´ iteraci je slozˇena ze cˇtyrˇ krˇivek vznikly´ch v n − 1 iteraci. Aby na sebe
segmenty navazovaly, je nutno je otocˇit a zmensˇit na polovinu. Slovn´ı popis cˇtyrˇ cˇa´st´ı A,








Tabulka 3.2: Za´kladn´ı cˇa´sti Hilbertovy krˇivky
Gramatika pro vygenerova´n´ı Hilbertovy krˇivky vyja´drˇena´ symboly zˇelv´ı grafiky (viz
tabulka 3.1) ma´ tvar:
symboly : L, R
konstanty : F, +, − (kresli vprˇed, rotace doleva, doprava)
start : L
pravidla : L→ +RF − LFL− FR+ (3.14)
R→ −LF +RFR+ FL− (3.15)
Na obra´zku 3.8 je videˇt soucˇasne´ zobrazen´ı prvn´ı azˇ trˇet´ı iterace Hilbertovy krˇivky.
Jejich vlastnost´ı se vyuzˇ´ıva´ ve v´ıcerozmeˇrny´ch databa´z´ıch, kde je aplikova´na k mapova´n´ı
dat do jedne´ dimenze namı´sto z-krˇivky. Du˚vodem je, zˇe takova´to mapovac´ı funkce le´pe
zachova´va´ pozice prvk˚u. Informace o aplikaci je mozˇno naj´ıt v pra´ci J. Lawdera a P. Kinga,
naprˇ. “Querying Multi-dimensional Data Indexed Using the Hilbert Space-Filling Curve”.
Takove´to databa´zove´ algoritmy jsou chra´neˇny patenty, podobneˇ jako algoritmy pro frakta´ln´ı
analy´zu a kompresi obrazu, ktera´ je zmı´neˇna v kapitole 3.3.
Obra´zek 3.8: Trˇi iterace Hilbertovy krˇivky
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3.3 IFS frakta´ly
Na´zev IFS syste´mu˚ je odvozen z p˚uvodn´ıho anglicke´ho oznacˇen´ı Iterated Function System,
cˇesky lze tento na´zev prˇelozˇit jako syste´m iterovany´ch funkc´ı. Prvn´ı publikace, ktere´ se
ty´kaly IFS syste´mu˚, vydali v roce 1985 Demko a v roce 1987 Barnsley. IFS je generativn´ı
metoda vytva´rˇen´ı frakta´l˚u, kterou rˇad´ıme mezi deterministicke´. Algoritmus pro generova´n´ı
IFS frakta´l˚u vsˇak mu˚zˇe by´t jak deterministicky´, tak nedeterministicky´ (tj. stochasticky´, viz
kapitola 5.3.1, algoritmus RWA).
V syste´mech iterovany´ch funkc´ı IFS se pro tvorbu frakta´ln´ıch obrazc˚u pouzˇ´ıva´ tak-
zvana´ generativn´ı metoda [3, 25]. Tato se pouzˇ´ıva´ take´ ke kompresi bitmapovy´ch obraz˚u,
zavedeme-li ke generativn´ı metodeˇ takzvanou inverzn´ı u´lohu. Prˇi generova´n´ı frakta´l˚u po-
moc´ı IFS syste´mu˚ se prˇi vy´pocˇtech pouzˇ´ıva´ na´hodny´ch prvk˚u, tj. metoda je stochasticka´.
Deterministicke´ vytva´rˇen´ı se pouzˇ´ıva´ take´, oba prˇ´ıstupy vsˇak vedou ke stejne´mu vy´sledne´mu
frakta´lu, pouzˇije-li se dostatecˇny´ pocˇet iterac´ı.
Syste´my iterovany´ch funkc´ı tvorˇ´ı velmi d˚ulezˇitou skupinu linea´rn´ıch deterministicky´ch
frakta´l˚u, ktere´ maj´ı v pocˇ´ıtacˇove´ grafice v´ıce uplatneˇn´ı. Prakticky´ na´vod jak pouzˇ´ıvat IFS
pro generova´n´ı rastrovy´ch textur je v Barnsleyho knize Fractals Everywhere [3]. IFS se
skutecˇneˇ pro tuto cˇinnost pouzˇ´ıvaj´ı i v beˇzˇny´ch aplikac´ıch, jako naprˇ. pocˇ´ıtacˇove´ hry, nebo
v aplikac´ıch slouzˇ´ıc´ıch k tvorbeˇ procedura´ln´ıch teˇles. Pro tvorbu rastrovy´ch obra´zk˚u existuje
plugin IFS Composer, pro editor GIMP. Detailn´ı popis vyuzˇ´ıt´ı IFS viz je mozˇno naj´ıt
na webovy´ch stra´nka´ch Root.cz [25], d´ıl XXX a da´le a samozrˇejmeˇ v kniha´ch Michaela
Barnsleyho [3, 2].
Ve skupineˇ IFS frakta´l˚u je mozˇne´ nale´zt u´tvary charakteristicke´ pro jine´ skupiny frakta´l˚u
naprˇ. Sierpinske´ho koberecˇek, obra´zek 3.10 nebo Mengerovu houbu, viz obra´zek 3.11. IFS,
ktere´ jsou generalizac´ı Rhamovy krˇivky [22], mu˚zˇeme rozdeˇlit podle vy´sledne´ho vzhledu, kdy
dosta´va´me veˇtsˇinou vzhled bl´ızky´ rostlina´m, naprˇ. obra´zek 3.9, nebo vizua´lneˇ atraktivn´ı tzv.
Fractal Flames popsane´ v kapitole 3.3.3.
Obra´zek 3.9: Kapradina vygenerovana´ IFS
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Druhou mozˇnost´ı jak IFS kategorizovat mu˚zˇe by´t jejich rozdeˇlen´ı podle pouzˇite´ho ge-
neruj´ıc´ıho algoritmu. Neˇktere´ jsou popsa´ny v kapitole 5, naprˇ.:
• Algoritmus na´hodne´ procha´zky (Random Walk Algorithm),
• Deterministicky´ algoritmus (Deterministic Iteration Algorithm),
• Algoritmus pro generova´ni minima pixel˚u (Minimal Plotting Algorithm).
Vy´hodnost usporˇada´n´ı transformac´ı do IFS syste´mu vyu´stila ve vznik nove´ho graficke´ho
forma´tu FIF, ktery´ vyuzˇ´ıva´ IFS komprimaci a dosahuje lepsˇ´ıch vy´sledk˚u nezˇ beˇzˇneˇ po-
uzˇ´ıvany´ forma´t JPEG. FIF forma´t vsˇak nen´ı prˇ´ıliˇs rozsˇ´ıˇren pro svou vysokou vy´pocˇen´ı
na´rocˇnost, zejme´na prˇi komprimaci (azˇ neˇkolik rˇa´d˚u proti JPEG). Nen´ı proto vhodny´ pro
pouzˇit´ı kompresn´ıho algoritmu ve spotrˇebn´ı elektronice. Dalˇs´ım faktorem hovorˇ´ıc´ım proti
sˇirsˇ´ımu vyuzˇit´ı forma´tu FIF jsou patenty chra´n´ıc´ı postup hleda´n´ı transformac´ı, ktere´ vlastn´ı
M. Barnsley a jeho spolupracovn´ıci. Oproti tomu dekompresn´ı algoritmy jsou volneˇ sˇiˇritelne´.
Syste´my iterovany´ch funkc´ı jsou mnozˇiny zobrazen´ı v rovineˇ cˇi prostoru a IFS frakta´l
je pak popsa´n neˇkolika zobrazen´ımi [25, 3] oznacˇovany´mi φ1, . . . , φn. Tyto zobrazen´ı tvorˇ´ı
mnozˇinu zobrazen´ı Φ, ktera´ obsahuje jednotliva´ pouzˇita´ zobrazen´ı. Veˇtsˇinou jde o linea´rn´ı
transformace (posun, zkosen´ı, zmeˇna meˇrˇ´ıtka atd.), neˇkdy se vsˇak pouzˇ´ıvaj´ı take´ nelinea´rn´ı
transformace (naprˇ. ohyb, zkrut, . . . ).
V IFS se objevuje pojem “pevne´ho bodu” (tj. takovy´, ktery´ se aplikac´ı neˇjake´ funkce f
mapuje sa´m na sebe), jezˇ je vy´choz´ım bodem pro generova´n´ı syste´mu iterovany´ch funkc´ı.
Za´kladn´ımi transformacemi jsou kontrakce (zkracuje vzda´lenosti mezi body) a expanze
(zveˇtsˇen´ı vzda´lenosti mezi body), acˇkoliv expanze je vyuzˇ´ıva´na me´neˇ. Pro danou transfor-
maci existuje pra´veˇ jeden pevny´ bod. IFS mohou by´t definovany jaky´mkoliv pros-
torem, ktery´ ma´ definova´n pojem vzda´lenosti [25].
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3.3.1 Sierpinske´ho koberecˇek
Sierpinske´ho koberecˇek, obra´zek 3.10, je rovinny´ frakta´l, ktery´ jako prvn´ı popsal Waclav
Sierpinski v roce 1916. Je to jedna z generalizac´ı Cantorovy mnozˇiny do dvourozmeˇrne´ho
prostoru. Sierpinsky uka´zal, zˇe je to univerza´ln´ı krˇivka, ve ktere´ jaky´koliv 1D graf zobrazeny´
do 2D plochy je homeomorfn´ı s urcˇitou podmnozˇinou koberecˇku.
Tento u´tvar je modifikac´ı Sierpinske´ho troju´heln´ıku, ktery´ generovany´ L-syste´mem zna´-
zornˇuje obra´zek 3.4. Za´kladn´ım tvarem namı´sto troju´heln´ıku je pouzˇit cˇtverec.
Konstrukce se prova´d´ı tak, zˇe se jednotkovy´ cˇtverec rozdeˇl´ı na deveˇt stejny´ch d´ıl˚u a
odstran´ı se prostrˇedn´ı z nich. Stejny´m zp˚usobem se postupuje s osmi zby´vaj´ıc´ımi cˇtverci
do nekonecˇna (v prˇ´ıpadeˇ programu do maxima´ln´ıho pocˇtu iteracˇn´ıch krok˚u). Hausdorffova
dimenze (vzorec 2.5) u´tvaru D = log 8log 3 ≈ 1, 8928. Sierpinske´ho koberecˇek ma´ nekonecˇneˇ
velky´ obvod, avsˇak nekonecˇneˇ malou plochu.
Obra´zek 3.10: Sierpinske´ho koberecˇek vygenerovany´ IFS
3.3.2 Mengerova houba
Mengerova houba byla poprve´ popsa´na Karlem Mengerem v roce 1926. Je zobecneˇn´ım Sier-
pinske´ho koberce v trojrozmeˇrne´m prostoru a zachova´va´ si jeho vlastnosti (je univerza´ln´ım
objektem pro vsˇechny krˇivky a grafy).
Mengerova houba vznika´ postupny´m deˇlen´ım krychle vzˇdy na 27 mensˇ´ıch krychl´ı, vzˇdy
se odebere 7 krychl´ı, ktere´ se nacha´zej´ı uprostrˇed steˇn a uvnitrˇ krychle. Tento postup se
opakuje do nekonecˇna. Prvn´ı cˇtyrˇi iterace zna´zornˇuje obra´zek 3.11. Pocˇet krychl´ı nar˚usta´
s mocninou 20n, kde n je pocˇet iteracˇn´ıch krok˚u. Mengerova houba ma´ nekonecˇneˇ velky´
povrch, ale nekonecˇneˇ maly´ objem. Jej´ı Hausdorffova dimenze (vzorec 2.5) D = log 20log 3 ≈
2, 726833 .
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Obra´zek 3.11: Mengerova houba
3.3.3 Fractal Flames
Tuto skupinu frakta´l˚u neda´vno pojmenoval Scott Draves [5]. Jedna´ se o generalizaci IFS,
ktera´ byla vytvorˇena s ohledem na vizua´ln´ı kvalitu vy´sledny´ch obra´zk˚u, naprˇ. obra´zek 3.12.
Mensˇ´ı d˚uraz je kladen na matematickou cˇistotu algoritmu [25].
Obra´zek 3.12: Fractal Flame
Oproti klasicky´m IFS jsou pouzˇ´ıva´ny pouze neˇktere´ funkce, zejme´na nelinea´rn´ı. Za´vislost
sveˇtlosti pixelu v obrazci prˇi jeho “za´sahu” je logaritmicka´ a prˇi vykreslova´n´ı se vyuzˇ´ıva´
symetrie.
U tohoto druhu frakta´l˚u je rozsˇ´ıˇrena skupina IFS o dalˇs´ı funkce [25, 5]. Pro oba druhy
(IFS i “flame”) se ke generova´n´ı pouzˇ´ıva´ algoritmus na´hodne´ procha´zky (RWA viz kapitola
5.3.1), j´ımzˇ se na jednotlive´ body vyb´ıraj´ı a aplikuj´ı transformace. Tyto transformace jsou
vsˇak oproti IFS slozˇene´ z jednoduche´ linea´rn´ı a slozˇiteˇjˇs´ı nelinea´rn´ı funkce zvane´ variace.
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Oznacˇen´ı funkce Vy´raz Pu˚vodn´ı na´zev
V0(x, y) (x, y) linear
V1(x, y) (sinx, sin y) sinusoidal




V3(x, y) (r cos(Θ + r), r sin(Θ + r)) swirl
V4(x, y) (r cos(2Θ), r sin(2Θ)) horseshoe
V5(x, y) (Θpi , r − 1) polar
V6(x, y) (r sin(Θ + r), r cos(Θ− r)) handkerchief






V9(x, y) ( cosΘ+sin rr ,
sinΘ−cos r
r ) spiral
V10(x, y) ( sinΘr , r cosΘ) hyperbolic
V11(x, y) ((sinΘ)(cos r), (cosΘ)(sin r)) diamond





r sin(Θ2 +Ω)) julia
V16(x, y) ( 2r(r+1)(x, y) fisheye
V20(x, y) (cos(pix) cosh(y),− sin(pix) sinh(y)) cosine
Tabulka 3.3: Variace pro Fractal Flame
Nelinea´rn´ı funkce zp˚usobuj´ı, zˇe se ve vy´sledne´m frakta´lu cˇasto objevuj´ı cˇa´sti ve tvaru spira´l,
vln atd. Jako dalˇs´ı se pouzˇ´ıva´ symetrie, at’ uzˇ strˇedova´ nebo osova´.
Obarvova´n´ı pixel˚u je oproti IFS pozmeˇneˇno tak, aby byly zvy´razneˇny zaj´ımave´ cˇa´sti
frakta´lu. Mezi barevnost´ı a pocˇtem “za´sah˚u” pixel˚u je logaritmicka´ za´vislost. Mozˇne´ je
i obarven´ı podle pouzˇite´ transformace. Prostor obra´zku je rozsˇ´ıˇren o trˇet´ı rozmeˇr, prˇedsta-
vuj´ıc´ı index do barevne´ palety cˇi odst´ın barvy.
V klasicky´ch IFS je transformacˇn´ı maticeA tvorˇena sˇesti koeficienty (ai, bi, ci, di, ei, fi).
U Fractal Flame je prˇida´na nelinea´rn´ı funkce. Draves zavedl afinn´ı funkci 3.16 [5], kde Vj
je pra´veˇ variac´ı, ktera´ meˇn´ı vzhled frakta´lu specificky´m zp˚usobem.
Fi(x, y) = Vj(aix+ biy + ci, dix+ eiy + fi) (3.16)
Prˇ´ıklady variac´ı Vj , jezˇ navrhl Scott Draves, jsou uvedeny v tabulce 3.3. Jedna´ se o kom-
binace naprˇ. goniometricky´ch funkc´ı a jsou oznacˇova´ny Vn(x, y), kde n naby´va´ hodnot 0
azˇ 20 [25, 5].




Θ = arctan( yx)
Ω = 0 nebo pi (na za´kladeˇ na´hodne´ho cˇ´ısla).
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Dalˇs´ı modifikac´ı zavedenou Scottem Dravesem je jizˇ vy´sˇe zmı´neˇna´ logaritmicka´ za´vislost
barvove´ intenzity pixel˚u na pocˇtu jejich za´sah˚u. T´ımto je dosazˇeno zvy´razneˇn´ı i teˇch cˇa´st´ı
frakta´lu, ktere´ by byly pouzˇit´ım linea´rn´ı za´vislosti prˇ´ıliˇs tmave´. Take´ prˇekryt´ı sveˇtle´ho
motivu tmavsˇ´ım nezp˚usob´ı jeho “zmizen´ı” [25, 5]. Prˇi pocˇtu za´sah˚u naprˇ. 1000 (sveˇtlejˇs´ı)
a 100 (tmavsˇ´ı) je prˇi prˇekryt´ı obrazc˚u pocˇet za´sah˚u roven 1100, prˇi logaritmova´n´ı je vsˇak
rozd´ıl v hodnoteˇ mezi log 1000 a log 1100 maly´ a tud´ızˇ i vy´sledna´ barva se liˇs´ı jen velmi
ma´lo. Logaritmicke´ obarvova´n´ı umozˇnˇuje odliˇsen´ı neprˇ´ıliˇs rozd´ılny´ch intenzit v jedne´ cˇa´sti
obrazce od rˇa´doveˇ mensˇ´ıch intenzit, avsˇak take´ si bl´ızky´ch intenzit v cˇa´sti jine´. T´ımto vznika´
dalˇs´ı efekt - obra´zky se jev´ı trojrozmeˇrne´, prˇestozˇe jsou tvorˇeny pouze plosˇny´mi variacemi.
Pro ilustraci jsou uvedeny obra´zky 3.12, 3.13, kde lze prostorovou iluzi pozorovat.
Obra´zek 3.13: Fractal Flame, Heart
Technika obarvova´n´ı pixel˚u je oproti IFS rozsˇ´ıˇrena. Sta´le cˇa´stecˇneˇ za´vis´ı na pouzˇite´
transformaci, prˇestozˇe se pouzˇ´ıva´ pocˇtu za´sah˚u a hustoty pixel˚u [5, 25]. I prˇes zda´nlivy´ 3D
vzhled z˚usta´va´ vnitrˇn´ı struktura frakta´l˚u nepr˚uhledna´. Tohoto je dosazˇeno prˇida´n´ım trˇet´ı
sourˇadnice k 2D transformaci. Trˇet´ı sourˇadn´ıc´ı je barva pixelu (intenzita, prˇ´ıpadneˇ index
do barvove´ palety).
Vy´pocˇet barvy se prova´d´ı azˇ v pr˚ubeˇhu iteracˇn´ıho cyklu. Jej´ı pocˇa´tecˇn´ı intenzita, cˇi in-
dex c, je zvolena na´hodneˇ v rozsahu 0 azˇ 1. V kazˇde´m kroku se pak prova´d´ı prˇepocˇet barvy
nebo intenzity podle vztahu c = c+ ci2 , cozˇ ma´ za na´sledek, zˇe nejv´ıce pouzˇ´ıvane´ transfor-
mace nejv´ıce ovlivn´ı barvu pixelu. Vy´sledna´ barva je soucˇtem barvy noveˇ vygenerovane´ho
pixelu s barvou prˇedchoz´ı a vznikaj´ı takto postupne´ barevne´ prˇechody zp˚usobene´ “pameˇt´ı
syste´mu”.
Symetrie u tohoto druhu frakta´lu je vyuzˇ´ıva´na pomeˇrneˇ cˇasto. Mus´ı vsˇak by´t pouzˇito
vhodny´ch prostrˇedk˚u, jinak docha´z´ı ke “ztra´teˇ” barevnosti vy´sledne´ho obrazce, jak lze
videˇt na obra´zku 3.14 [5]. Barvy jsou zpr˚umeˇrova´ny a t´ımto ztra´c´ı frakta´l na sve´ pestrosti.
Rˇesˇen´ım tohoto proble´mu je ponecha´n´ı p˚uvodn´ı barvy pixelu i po aplikaci funkc´ı symetrie.
25
Volba vhodne´ symetrie se prova´d´ı nejcˇasteˇji po vy´pocˇtu sourˇadnic pixel˚u [25], kdy jsou
vykresleny kopie pixelu v pozic´ıch osoveˇ cˇi strˇedoveˇ soumeˇrny´ch s p˚uvodneˇ vypocˇteny´m
pixelem. Dalˇs´ı mozˇnost´ı je vy´beˇr vhodny´ch funkc´ı prˇi vy´pocˇtu frakta´lu. Tato mozˇnost se
vyuzˇ´ıva´ cˇasteˇji kv˚uli prˇirozeneˇjˇs´ımu vzhledu, protozˇe je v tomto prˇ´ıpadeˇ symetrie me´neˇ
dokonala´. Osova´ symetrie spocˇ´ıva´ ve zmeˇneˇ zname´nka jedne´ ze sourˇadnic, strˇedova´ symetrie
se prova´d´ı aplikac´ı funkce, ktera´ provede rotaci bodu kolem pocˇa´tku sourˇadne´ho syste´mu.
Pravdeˇpodobnost aplikac´ı symetricky´ch funkc´ı by meˇla by´t rovna soucˇtu pravdeˇpodobnost´ı
ostatn´ıch funkc´ı [5, 25].
Obra´zek 3.14: Nevhodneˇ osˇetrˇena´ symetrie
Fractal Flame dosud nenasˇel sve´ uplatneˇn´ı v neˇktere´m z technicky´ch obor˚u, vyuzˇ´ıva´ se
prˇedevsˇ´ım pro svou vizua´ln´ı efektnost vy´hradneˇ k dekorativn´ım u´cˇel˚um.
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3.4 Stochasticke´ frakta´ly (nepravidelne´ frakta´ly)
Dalˇs´ı velkou skupinou jsou frakta´ly stochasticke´. Zat´ımco vsˇechny prˇedchoz´ı typy byly
v urcˇite´m smyslu symetricke´, nepravidelne´ frakta´ly vna´sˇej´ı prˇi generova´n´ı frakta´lu do al-
goritmu na´hodu a jsou pouze tzv. sobeˇprˇ´ıbuzne´ [25]. Tento typ frakta´l˚u take´ umozˇnˇuje
nejlepsˇ´ı popis prˇ´ırodn´ıch objekt˚u. Prˇi generova´n´ı tvar˚u rostlin klasicky´mi L-syste´my nebo
IFS syste´my je vy´sledek perfektneˇ symetricky´, avsˇak ve skutecˇnosti je tomu zcela jinak.
Strom rostouc´ı v prˇ´ırodeˇ ma´ nepravidelne´ de´lky a tlousˇt’ky veˇtv´ı, u´hel r˚ustu take´ nen´ı vzˇdy
stejny´, strom rostouc´ı v lese ma´ jiny´ tvar nezˇ tenty´zˇ strom rostouc´ı osamoceneˇ apod. Proto
je vhodne´ prˇi generova´n´ı frakta´l˚u uplatnit prvky na´hody. Zp˚usob, jaky´m se na´hodnost
bude pod´ılet prˇi generova´n´ı frakta´l˚u, bude vzˇdy urcˇovat tvar frakta´lu i jeho Hausdorffovu
dimenzi. Pro generova´n´ı na´hodny´ch cˇ´ısel se pouzˇ´ıva´ naprˇ´ıklad Gaussovsky´ genera´tor nebo
genera´tor b´ıle´ho sˇumu.
Na´hodne´ frakta´ly lze vytva´rˇet v´ıce zp˚usoby. Prvn´ı zp˚usob spocˇ´ıva´ v simulaci Brownova
pohybu v plosˇe nebo v prostoru. Druhy´ zp˚usob spocˇ´ıva´ v pouzˇit´ı metody prˇesouva´n´ı
strˇedn´ıho bodu a trˇet´ı mozˇnost´ı je vyuzˇit´ı spektra´ln´ı synte´zy.
3.4.1 Simulace Brownova pohybu
Simulace Brownova pohybu vytva´rˇ´ı frakta´ln´ı objekt, jehozˇ Hausdorffova dimenze je u´meˇrna´
absolutn´ı velikosti zmeˇny prˇi jednom kroku iterace. Tato metoda se pouzˇ´ıva´ naprˇ´ıklad
prˇi generova´n´ı tok˚u rˇek, nen´ı vsˇak vhodna´ pro trojrozmeˇrne´ objekty ze stejne´ho d˚uvodu,
jaky´ vedl k proble´mu˚m u trojrozmeˇrny´ch syste´mu˚ iterovany´ch funkc´ı IFS [12, 25, 24].
Vytvorˇeny´ model se skla´da´ z jednotlivy´ch bod˚u a dnesˇn´ı graficke´ akcelera´tory jsou sp´ıˇse
optimalizova´ny na vykreslova´n´ı troju´heln´ık˚u a dalˇs´ıch plosˇny´ch entit. Take´ vytva´rˇen´ı obraz˚u
difu´ze je zalozˇeno na Brownoveˇ pohybu.
Simulace difu´ze
Simulace difu´ze je minima´lneˇ vyuzˇ´ıvana´ metoda [25], ktera´ je vsˇak schopna vytva´rˇet slozˇite´
prˇ´ırodn´ı u´tvary. Nejcˇasteˇji se jedna´ o modely stromu˚, kerˇ˚u, tra´vy. Prostorove´ u´tvary ge-
nerovane´ touto metodou charakterizuje cˇa´stecˇna´ sobeˇpodobnost a velka´ tvarova´ slozˇitost.
Rostlinu vygenerovanou simulac´ı difu´ze lze videˇt na obra´zku 3.15.
Schopnosti metody rozsˇiˇruje nova´ metoda na´vrhu omezuj´ıc´ıch podmı´nek pro generova´n´ı
prostorovy´ch frakta´l˚u, ktera´ je uvedena na Root.cz [25]. Omezuj´ıc´ı podmı´nky definuj´ı
charakteristiku vytva´rˇeny´ch u´tvar˚u, kdezˇto parametry algoritmu ovlivnˇuj´ı celkovy´ vzhled
modelu, jeho hustotu, ale take´ jeho tvar. Vygenerovane´ u´tvary jsou slozˇeny z oriento-
vany´ch elementa´rn´ıch prvk˚u plochy, cˇi neorientovany´ch bod˚u, nacha´zej´ıc´ıch se v prostoru
E3 (cˇa´stice) nebo v plosˇe E2 (body, po prˇepocˇtu pixely). Dimenze teˇchto frakta´l˚u se mu˚zˇe
pohybovat od jedne´ do trˇ´ı.
Metoda nen´ı vyuzˇ´ıva´na pro tvorbu prˇ´ırodn´ıch teˇles z na´sleduj´ıc´ıch d˚uvod˚u [25]:
• Vytva´rˇen´ı modelu je sice algoritmicky jednoduche´, avsˇak cˇasoveˇ velmi na´rocˇne´. Cˇa-
sovou slozˇitost lze minimalizovat omezen´ım prostoru, v neˇmzˇ se nove´ body vytva´rˇej´ı.
• Frakta´l je tvorˇen mnozˇinou jednotlivy´ch bod˚u nebo plosˇek bez vza´jemny´ch vazeb.
Prˇevod teˇchto primitiv je obt´ızˇny´, jelikozˇ vznika´ velke´ mnozˇstv´ı polygon˚u, ktere´ je
nutno vykreslit.
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Obra´zek 3.15: Rostlina vygenerovana´ pomoc´ı simulace difu´ze
Pomoc´ı simulace difu´ze je mozˇno vygenerovat mnoho zaj´ımavy´ch obra´zk˚u s frakta´ln´ı
strukturou. Metoda je zalozˇena na pohybu cˇa´stic v omezene´m nebo neomezene´m prostoru
[25]. Z pevny´ch bod˚u v rovineˇ cˇi prostoru postupneˇ “vyr˚ustaj´ı” dalˇs´ı body, ktere´ lze k jizˇ
vytvorˇene´mu u´tvaru prˇida´vat dveˇma zp˚usoby:
• Cˇa´stice se vytvorˇ´ı na na´hodne´m mı´steˇ a simuluje se jej´ı dalˇs´ı pohyb v prostoru
vyhrazene´m pro frakta´l. Pokud se cˇa´stice dotkne jizˇ existuj´ıc´ı cˇa´sti u´tvaru, prˇipoj´ı
se k neˇmu a vygeneruje se dalˇs´ı cˇa´stice. Princip vycha´z´ı z Brownova pohybu, viz
obra´zek 3.16.
• Na na´hodny´ch mı´stech se postupneˇ vytva´rˇej´ı staticke´ cˇa´stice. Pokud se dotknou
sta´vaj´ıc´ıho u´tvaru, jsou k neˇmu prˇipojeny, jinak zaniknou. Tato technika nen´ı plneˇ
v souladu s Brownovy´m pohybem, vytva´rˇen´ım novy´ch cˇa´stic se aproximuje trajektorie
jedne´ cˇa´stice, avsˇak pouze v neˇktery´ch cˇasovy´ch bodech pohybu.
Urychlen´ı simulace difu´ze
Urychlen´ı metody simulace difu´ze je vhodne´ kv˚uli n´ızke´ efektivnosti jej´ıho prova´deˇn´ı na
pocˇ´ıtacˇ´ıch. Zobrazen´ı frakta´lu metodou popsanou vy´sˇe je cˇasoveˇ na´rocˇne´. Kratsˇ´ı doby pro-
cesu generova´n´ı lze dosa´hnout omezen´ım prostoru, ve ktere´m jsou vytva´rˇeny nove´ body.
Du˚vodem je zvy´sˇen´ı pravdeˇpodobnosti dotyku nove´ cˇa´stice s existuj´ıc´ım obrazcem [25].
Pro vytva´rˇen´ı stromu˚ a kerˇ˚u se omezen´ı prostoru realizuje pomoc´ı osoveˇ orientovane´ho
kva´dru. Jeho pozice se postupneˇ meˇn´ı, veˇtsˇinou se posouva´ vzh˚uru od za´kladny po vygene-
rova´n´ı dostatecˇne´ho pocˇtu cˇa´stic. Kva´dr je da´le mozˇno deˇlit na podoblasti, ktere´ se mohou
prˇekry´vat v za´vislosti na pozˇadovane´m vy´sledku.
Dalˇs´ı mozˇnost´ı urychlen´ı urychlen´ı vy´pocˇtu je diskretizace prostoru pro generova´n´ı
cˇa´stic. Mı´sto spojite´ plochy cˇi prostoru je pouzˇita pevneˇ dana´ mrˇ´ızˇka. Sourˇadnice i, j, k pak
plneˇ urcˇuj´ı pozici cˇa´stice v mrˇ´ızˇce. Vzda´lenost dvou bod˚u prˇejde v urcˇen´ı nejmensˇ´ıho pocˇtu
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Obra´zek 3.16: Difu´ze vygenerovana´ z jednoho bodu
buneˇk mezi nimi, cozˇ je znacˇneˇ rychlejˇs´ı nezˇ vy´pocˇet Euklidovske´ vzda´lenosti ve spojite´m
prostoru.
Dotyk cˇa´stic s vygenerovany´m u´tvarem mu˚zˇe by´t d´ıky diskretizaci prostoru rˇesˇen pouze
jako testova´n´ı nejblizˇsˇ´ıho okol´ı bodu podle toho, zda se nacha´z´ıme v rovineˇ cˇi prostoru.
V rovineˇ se testuje cˇtyrˇokol´ı nebo osmiokol´ı bodu, v prostoru pak sˇestiokol´ı, osmna´ctio-
kol´ı cˇi 26 sousedn´ıch bod˚u, podle toho v kolika indexech se liˇs´ı sourˇadnice nove´ho bodu a
testovany´ch buneˇk.
3.4.2 Metoda prˇesouva´n´ı prostrˇedn´ıho bodu
Metoda prˇesouva´n´ı prostrˇedn´ıho bodu (Midpoint Displacement Method, MDM) patrˇ´ı mezi
typicke´ metody generova´n´ı stochasticky´ch frakta´l˚u plosˇny´ch i prostorovy´ch. V pocˇ´ıtacˇove´
grafice se velmi cˇasto pouzˇ´ıva´ k vygenerova´n´ı takzvane´ho vy´sˇkove´ho pole (height field) a
na´sledne´ vizualizaci prˇ´ırodn´ı krajiny. Volbou maxima´ln´ı odchylky ∆, ktera´ urcˇuje Hausdorf-
fovu dimenzi vytvorˇene´ krajiny prˇi posunu prostrˇedn´ıho bodu, lze meˇnit celkovy´ ra´z povrchu
od zvlneˇne´ krajiny azˇ po velehory s rozeklany´mi vrcholky, viz obra´zek 3.17. Rozsˇ´ıˇren´ım je
mozˇno touto medotou generovat rea´lneˇ vypadaj´ıc´ı mraky [12, 25, 1], prˇ´ıpadneˇ modifikac´ı
algoritmu na plosˇny´ lze generovat obrazce zvane´ plazma [20].
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Obra´zek 3.17: Krajina - prˇesouva´n´ı prostrˇedn´ıho bodu
Nejjednodusˇsˇ´ı aplikac´ı MDM je aplikace postupu na u´secˇku. Prˇ´ıklad deˇlen´ı, ilustrovany´
obra´zkem 3.18, lze slovneˇ popsat takto [25, 14]:
• meˇjme horizonta´ln´ı u´secˇku,
• pro zadany´ pocˇet iterac´ı imax opakujeme:
– nalezneme prostrˇedn´ı bod P is kazˇde´ u´secˇky (segmentu) v u´tvaru,
– posuneme prostrˇedn´ı bod P is ve vertika´ln´ım smeˇru o na´hodnou hodnotu udanou
koeficientem ∆i,
– zredukujeme koeficient ∆i pro prˇ´ıˇst´ı iteraci.
Obra´zek 3.18: MDM - 9 iterac´ı deˇlen´ı u´secˇky
Zmeˇna ∆ Hurstovy´m exponentem
Dı´ky tomu, zˇe se v kazˇde´m kroku snizˇuje rozptyl hodnot koeficientu ∆, zmensˇuj´ı se take´
rozd´ıly mezi posunut´ım prostrˇedn´ıch bod˚u u´secˇek, cozˇ u´st´ı v relativneˇ malou variabilitu
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vygenerovany´ch krˇivek s Hausdorffovou dimenz´ı D = 1, 5. Aby bylo mozˇne´ nastavit D prˇed
vy´pocˇtem, je vhodne´ modifikovat MDM na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem [25, 13]:
• genera´tor na´hodny´ch cˇ´ısel je trˇeba zmeˇnit na genera´tor s Gaussovsky´m rozlozˇen´ım,
nejcˇasteˇji vy´pocˇtem pr˚umeˇru neˇkolika na´hodny´ch cˇ´ısel,
• obrazy s r˚uznou D vyzˇaduj´ı zmeˇnu rozptylu v Gaussoveˇ rozlozˇen´ı. Vztah pro rozptyl
i-te´ iterace je σ2i = σ
2/(22H(i+1)), kde H je Hurst˚uv exponent [12], ktery´ urcˇuje Haus-
dorffovu dimenzi: D = 2−H.
Rekurzivn´ı deˇlen´ı cˇtverce
Metoda prˇesouva´n´ı prostrˇedn´ıho bodu mu˚zˇe by´t pouzˇita take´ na plosˇny´ u´tvar, kdy se prˇi
rekurzivn´ım deˇlen´ı posouvaj´ı krajn´ı body cˇtverce v kolme´m smeˇru. Nejcˇasteˇjˇs´ı varianta
vyuzˇ´ıvana´ v praxi spocˇ´ıva´ v tom, zˇe se v kazˇde´m kroku vypocˇ´ıtaj´ı vy´sˇky bod˚u v polovineˇ
hran cˇtverce a z nich pak vy´sˇka strˇedu cˇtverce. Strˇed je pote´ posunut o na´hodnou hodnotu
a vznikaj´ı cˇtyrˇi cˇa´sti, ktere´ jsou da´le deˇleny [14, 20, 25].
Vyuzˇit´ı tato technika nacha´z´ı prˇi generova´n´ı vy´sˇkovy´ch map tere´nu. Take´ lze vytva´rˇet
obra´zky, ktere´ jsou nazy´va´ny plazma, viz 3.19. Plazma se tvorˇ´ı tak, zˇe cˇtverec je nahrazen
obra´zkem, kde pozice kazˇde´ho pixelu odpov´ıda´ sourˇadnic´ım bodu v rovineˇ xy a barva pixelu
odpov´ıda´ sourˇadnici z. Generova´n´ı postupneˇ cˇtverec deˇl´ı na cˇtvrtiny a koncˇ´ı v okamzˇiku,
kdy zby´vaj´ı cˇtverce o velikosti jednoho pixelu.
Obra´zek 3.19: Plazma
Obra´zky plazmy vytvorˇene´ MDM vypadaj´ı realisticky. Jak je patrne´ na obra´zek 3.19,
u prvn´ıch iterac´ı deˇlen´ı cˇtverce vznikaj´ı na hranic´ıch svisle´ a vodorovne´ barevne´ prˇechody.
Na nizˇsˇ´ıch u´rovn´ıch jizˇ nejsou patrne´ kv˚uli snizˇova´n´ı hodnoty koeficientu ∆. Prˇechody
vznikaj´ı z d˚uvodu posouva´n´ı pouze prostrˇedn´ıho bodu cˇtverce a ponecha´n´ım strˇed˚u jeho
hran na p˚uvodn´ı pozici kv˚uli chybeˇj´ıc´ım informac´ım o na´sleduj´ıc´ım deˇlen´ı sousedn´ıch cˇtverc˚u.
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Na odstraneˇn´ı nebo potlacˇen´ı barevny´ch prˇechod˚u existuje neˇkolik metod. Obvykle
spocˇ´ıvaj´ı v odliˇsne´m deˇlen´ı cˇtverce strˇ´ıdaveˇ po u´hloprˇ´ıcˇka´ch a vodorovny´ch nebo svisly´ch
hrana´ch naprˇ. diamanto-cˇtvercovy´ algoritmus (diamond-square algorithm [14]). Zaj´ımavou
metodou uva´d´ı Pavel Tiˇsnovsky´ [25]. Jde o iterativn´ı generova´n´ı r˚uzneˇ orientovany´ch prˇ´ımek
a dalˇs´ı u´pravu rozdeˇlene´ho obrazu na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem:
• intenzitu vsˇech pixel˚u lezˇic´ıch nalevo od prˇ´ımky snizˇ o jednicˇku,
• intenzitu vsˇech pixel˚u lezˇ´ıc´ıch napravo od prˇ´ımky zvysˇ o jednicˇku.
Pro dosazˇen´ı uspokojive´ho vy´sledku je trˇeba generovat prˇ´ımky a meˇnit intenzitu v mnoha
cyklech, obvykly´ pocˇet opakova´n´ı je 1000 - 10 000 iterac´ı. Barevny´ prˇechod pak nen´ı
viditelny´, ale vygenerovany´ obra´zek je trˇeba normalizovat, aby nejme´neˇ intenzivn´ı pixe-
ly byly cˇerne´ a naopak nejintenz´ıvneˇjˇs´ı pixely byly b´ıle´. Plazma vytvorˇena´ touto metodou
je na obra´zku 3.20.
Obra´zek 3.20: Plazma vytvorˇena´ generova´n´ım prˇ´ımek
3.4.3 Spektra´ln´ı synte´za
Spektra´ln´ı synte´za je cˇasto pouzˇ´ıvanou metodou, ktera´ vycha´z´ı z principu vy´pocˇtu Fou-
rierovy rˇady. Metoda spocˇ´ıva´ v tom, zˇe se na´hodneˇ vygeneruj´ı Fourierovy obrazy, ktere´
maj´ı spektra´ln´ı hustotu u´meˇrnou zadane´ Hausdorffoveˇ dimenzi. Jestlizˇe je zna´ma spektra´ln´ı
hustota, lze nale´zt koeficienty Ak a Bk a prove´st s nimi inverzn´ı Fourierovu transformaci,
viz 3.17 (prˇevod z frekvencˇn´ı oblasti do oblasti cˇasove´).
X(t) = Σ(Ak cos(kt) +Bk sin(kt)) (3.17)







Spektra´ln´ı hustota S(f) pro zlomkovity´ Brown˚uv pohyb je u´meˇrna´ hodnoteˇ 1/fβ. Ko-
eficient β je ve vztahu s Hurstovy´m koeficientem [12] a sice β = 2H + 1. Pro pozˇadovanou
Hausdorffovu dimenzi D je mozˇno vypocˇ´ıtat β a na´sledneˇ spektra´ln´ı hustotu 3.18, ktera´
mus´ı odpov´ıdat hodnoteˇ 1/fβ [25]. Fourierovy obrazy dane´ spektra´ln´ı hustoty je mozˇne´







Rozsˇ´ıˇren´ım metody spektra´ln´ı hustoty do dvourozmeˇrne´ho prostoru je mozˇne´ opeˇt ge-
nerovat plazmu, prˇ´ıpadneˇ vy´sˇkove´ pole, cˇehozˇ se vyuzˇ´ıva´ prˇi generova´n´ı model˚u krajiny
(obra´zek 3.21) cˇi povrch˚u planet. Dalˇs´ım rozsˇ´ıˇren´ım o jednu dimenzi vznika´ trojrozmeˇrna´
mrˇ´ızˇka, ve ktere´ jednotlive´ voxely mohou vyjadrˇovat hustotu prostoru na jejich sourˇadnic´ıch.
T´ımto zp˚usobem je pak mozˇno generovat modely rea´lneˇ vypadaj´ıc´ıch mrak˚u 3.22 [12, 25,
24, 14, 1].
Obra´zek 3.21: Krajina - spektra´ln´ı synte´za




Poznatky z´ıskane´ frakta´ln´ı geometri´ı jsou postupneˇ zava´deˇny do praxe, kde nasˇly vyuzˇit´ı
v biologii, chemii, medic´ıneˇ a samozrˇejmeˇ v pocˇ´ıtacˇove´ grafice. V dnesˇn´ım modern´ım sveˇteˇ
se setka´va´me s frakta´ly velmi cˇasto, ikdyzˇ si nemus´ıme by´t veˇdomi skutecˇnosti, zˇe se na
frakta´l d´ıva´me cˇi poznatky z´ıskane´ frakta´ln´ı geometri´ı vyuzˇ´ıva´me. V dalˇs´ım textu je uvedeno
neˇkolik typicky´ch prˇ´ıkladu, kde je mozˇne´ se s frakta´ly setkat, prˇ´ıpadneˇ je prakticky vyuzˇ´ıt.
Mnoho dalˇs´ıch aplikac´ı lze nale´zt naprˇ. v literaturˇe [12, 11, 3, 2, 25, 22].
S rozvojem vy´pocˇetn´ı techniky lze analyzovat mnohem veˇtsˇ´ı objemy dat, ktere´ bylo
nutno prˇedt´ım zjednodusˇovat. Tak se frakta´ln´ı geometrie promı´tla i do obor˚u jako je
ekonomie, kde je vyuzˇ´ıva´na prˇi analy´ze graf˚u popisuj´ıc´ıch naprˇ. ceny akci´ı na burze, vy´-
konnost ekonomiky atd. Tyto krˇivky jsou v ekonomii nazy´va´ny Elliottovy vlny a pouzˇ´ıvaj´ı
se k prˇedpoveˇdi vy´voje trhu. V devadesa´ty´ch letech se objevila Hypote´za frakta´love´ho trhu,
ktera´ je takto oznacˇovana´ kv˚uli prˇedpokladu zachova´va´n´ı stejny´ch charakteristicky´ch rys˚u
prvk˚u operuj´ıc´ıch v tomto prostrˇed´ı, ikdyzˇ v jine´m cˇasove´m meˇrˇ´ıtku [15].
4.1 Biologie a le´karˇstv´ı
V biologii a medic´ıneˇ se frakta´ln´ı geometrie vyuzˇ´ıva´ prˇi zkouma´n´ı vlastnost´ı krve, kdy
se meˇrˇ´ı Hausdorffova dimenze jejich slozˇek. Veˇdci take´ zkoumaj´ı souvislost Hausdorffovy
dimenze povrchu mozku a inteligence cˇloveˇka.
Prˇi zkouma´ni signa´lu EKG byly zaznamena´ny nepravidelnosti srdecˇn´ıho rytmu typicke´
pro nelinea´rn´ı dynamicke´ syste´my. Na za´kladeˇ poznatk˚u frakta´ln´ı geometrie byly vyvinuty
chaoticke´ filtry, ktere´ doka´zˇ´ı odliˇsit signa´l EKG plodu a matky od prˇ´ıpadne´ho dalˇs´ıho
sˇumu. Srdecˇn´ı rytmus reaguje na cˇinnost mozku a nervove´ soustavy. Touto problematikou
se zaby´va´ relativneˇ mlady´ veˇdn´ı obor zvany´ Frakta´ln´ı analy´za variability srdecˇn´ıho rytmu.
Nove´ poznatky se diskutuj´ı prˇedevsˇ´ım v odborny´ch cˇasopisech, na konferenc´ıch a na od-
borny´ch fo´rech naprˇ. www.ams.org a stra´nka´ch Gerstnerovy laboratorˇe CˇVUT.
Zaj´ımave´ chova´n´ı je take´ mozˇno vypozorovat v chova´n´ı rˇeteˇzce DNA. Na za´kladeˇ prefe-
rovany´ch vazeb mezi slozˇkami DNA adenin-thymin a guanin-cytosin, lze “naprogramovat”
r˚ust krystalu definovany´m zp˚usobem. Molekuly DNA se pak na za´kladeˇ loka´ln´ıch pravidel
chovaj´ı jako stavebn´ı bloky pro veˇtsˇ´ı globa´ln´ı strukturu [18, 19]. Pro vytvorˇen´ı Sierpinske´ho
troju´heln´ık na obra´zku 4.1 bylo pouzˇito DNA s dvojity´m prˇekrˇ´ızˇen´ım.
34
Obra´zek 4.1: Frakta´ln´ı vzor DNA
4.2 Pocˇ´ıtacˇova´ grafika
Nejveˇtsˇ´ı zastoupen´ı vyuzˇit´ı frakta´ln´ı geometrie je v oboru pocˇ´ıtacˇove´ grafiky. Frakta´ly zde
nasˇly uplatneˇn´ı v mnoha oblastech potrˇebny´ch pro pra´ci s informacemi.
Komprese dat je typickou oblast´ı vyuzˇit´ı syste´mu˚ iterovany´ch funkc´ı, viz kapitola 3.3
a literatura [3, 2, 17, 16]. Da´le lze frakta´ln´ımi technikami generovat textury, ktere´ jsou
pameˇt’oveˇ velmi nena´rocˇne´ (mnohdy azˇ 10x mensˇ´ı objem dat) a netrp´ı zkreslen´ım prˇi
zveˇtsˇen´ı jako bitmapove´ textury. IFS jsou vhodne´ i pro kompresi dat, jelikozˇ jedna transfor-
mace je v tomto prˇ´ıpadeˇ zapsa´na pomoc´ı osmi cˇ´ısel. Tuto metodu vyuzˇ´ıva´ graficky´ forma´t
FIF, v´ıce informac´ı viz literatura [3, 25, 17]. Frakta´ln´ı komprese je ztra´tova´ a dosahuje
prˇi vysˇsˇ´ıch stupn´ıch vizua´lneˇ lepsˇ´ıch vy´sledk˚u, acˇkoliv porovna´n´ı je nesnadne´ z d˚uvodu
odliˇsny´ch projev˚u ztra´ty kvality oproti naprˇ. JPEG.
Prˇ´ıklad frakta´ln´ı rekonstrukce fotografie 4.2 pomoc´ı cˇerne´ plochy vid´ıme na obra´zek 4.3.
Pu˚vodn´ı obra´zek byl analyzova´n a pomoc´ı hierarchicke´ho cˇleneˇn´ı byly vyhleda´ny podobne´
podoblasti pro jeho komprimaci [17].
Obra´zek 4.2: Pu˚vodn´ı Lenna
Generova´n´ı pseudoprˇ´ırodn´ıch u´tvar˚u bylo zmı´neˇno u stochasticky´ch frakta´l˚u v kapitole
3.4. Frakta´ly se uzˇ´ıvaj´ı hlavneˇ ke generova´n´ı u´tvar˚u, jako jsou stromy, mraky, rostliny,
kameny apod. Ikdyzˇ jsou tyto metody u´sporneˇjˇs´ı na mnozˇstv´ı potrˇebny´ch dat k popsa´n´ı
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Obra´zek 4.3: Rekonstrukce obra´zku Lenna
u´tvar˚u, dosahuj´ı vizua´lneˇ kvalitn´ıch vy´stup˚u.
4.3 Frakta´ln´ı ante´ny
Poznatk˚u z frakta´ln´ı geometrie se vyuzˇ´ıva´ prˇi konstrukci nejr˚uzneˇjˇs´ıch ante´nn´ıch syste´mu˚
(mobiln´ı telefony, vys´ılacˇky, vesmı´rne´ sondy atd.). Prˇi projektova´n´ı ante´n se vyuzˇ´ıva´ sobeˇ-
podobnosti k maximalizaci de´lky cˇi obvodu materia´lu, ktery´ je schopen vys´ılat nebo prˇij´ımat
elektromagneticky´ signa´l v ra´mci vymezene´ plochy cˇi objemu. Z d˚uvodu neˇkolikere´ho opa-
kova´n´ı tvar˚u jsou frakta´ln´ı ante´ny velmi kompaktn´ı, pouzˇitelne´ pro mnoho frekvenc´ı a
vyuzˇ´ıvaj´ı se naprˇ. v mikrovlne´ komunikaci [22]. Od typu pouzˇit´ı ante´ny se odv´ıj´ı jej´ı tvar.
Ante´na naprˇ´ıklad mu˚zˇe vypadat jako cˇa´st Kochovy krˇivky (obra´zek 4.4), Sierpinske´ho
troju´heln´ık atd.
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Obra´zek 4.4: Frakta´ln´ı ante´na
4.4 Materia´ly
Frakta´ln´ı struktura materia´lu byla objevena prˇi zmeˇna´ch skupenstv´ı la´tky, jako je ta´n´ı
ledu cˇi vyparˇova´n´ı vody. Z makroskopicke´ho hlediska existuj´ı trˇi za´kladn´ı la´tkova´ sku-
penstv´ı (pevne´, kapalne´, plynne´), v neˇktery´ch prˇ´ıpadech se za cˇtvrte´ skupenstv´ı povazˇuje
plazma. Z mikroskopicke´ho hlediska je ovsˇem teˇchto stav˚u mnohem v´ıce. Frakta´ln´ı struk-
turu hmoty potom mu˚zˇeme videˇt prˇi prˇechodu hmoty z jednoho stavu do druhe´ho. Tento
u´kaz lze pozorovat naprˇ. prˇi prˇechodu magneticke´ho materia´lu na materia´l nemagneticky´.
V mikroskopicke´m meˇrˇ´ıtku je slozˇen z elementa´rn´ıch magnet˚u, ktere´ v za´vislosti na teploteˇ
urcˇuj´ı, zda se celek bude chovat jako magnet. Za n´ızky´ch teplot je materia´l magneticky´,
avsˇak vyskytuj´ı se v neˇm mikroskopicke´ oblasti, kde elementa´rn´ı magnety usporˇa´da´ny ne-
jsou. Prˇi kriticke´ teploteˇ (Curierova teplota), kdy je materia´l v bodeˇ prˇechodu mezi stavy,
vypada´ jeho struktura ve vsˇech meˇrˇ´ıtc´ıch stejneˇ a ma´ frakta´ln´ı strukturu [24].
Poznatky z frakta´ln´ı geometrie nacha´zej´ı uplatneˇn´ı i ve vojenske´ technice prˇi maskova´n´ı
vozidel, letadel (obra´zek 4.5), lod´ı atd. Frakta´ln´ı vzory se objevuj´ı take´ na vojensky´ch
odeˇvech a zbran´ıch. Dalˇs´ı oblast´ı, kdy je vhodne´ objekt “ukry´t” prˇed zraky okol´ı, jsou
stavby v krajineˇ. Po zabarven´ı frakta´ln´ım vzorem se sn´ızˇ´ı vizua´ln´ı narusˇen´ı okoln´ı krajiny.
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Obra´zek 4.5: Frakta´ln´ı kamufla´zˇ F16
4.5 Umeˇn´ı a architektura
Mnoho lid´ı, Mandelbrota nevyj´ımaje, zaujala kra´sa frakta´l˚u natolik, zˇe si vytva´rˇeli frakta´ly
pouze pro jejich vizua´ln´ı zaj´ımavost. Rozmach tohoto hleda´n´ı novy´ch podob frakta´l˚u nastal
s e´rou osobn´ıch pocˇ´ıtacˇ˚u. Vzniklo mnoho programu˚ pro generova´n´ı frakta´ln´ıch obrazc˚u, na
ktery´ch pracovali at’ uzˇ jednotlivci nebo skupiny lid´ı z cele´ho sveˇta.
Prˇestozˇe je frakta´ln´ı umeˇn´ı spojova´no s pocˇ´ıtacˇi, lze frakta´ln´ı vzory pozorovat ve stav-
ba´ch a obrazech mnoha autor˚u. Nejstarsˇ´ı zna´mky frakta´ln´ıch princip˚u je mozˇno pozorovat
jizˇ v antice. Pravidlo kra´sy, tzv. zlaty´ rˇez, deˇl´ı de´lku na dveˇ cˇa´sti tak, zˇe pomeˇr cele´ de´lky
k veˇtsˇ´ı cˇa´sti je stejny´ jako pomeˇr veˇtsˇ´ı cˇa´sti k mensˇ´ı. Ve zlate´m rˇezu lze spatrˇovat faktor
sobeˇpodobnosti pra´veˇ kv˚uli zmı´neˇne´mu pomeˇru. Dalˇs´ım prˇ´ıkladem z pozdeˇjˇs´ı doby jsou
podlahy italsky´ch bazilik, viz obra´zek 4.6, kdy se v mozaika´ch objevuj´ı vzory podobne´
druhe´ cˇi trˇet´ı iteraci Sierpinske´ho troju´heln´ıku [4].
Obra´zek 4.6: Santa Prassede - podlaha
Prˇ´ıkladem vyuzˇit´ı frakta´ln´ıho principu v modern´ım umeˇn´ı je obraz Salvadora Dal´ıho
“Tva´rˇ va´lky” (Visage de la guerre). Opakuj´ıc´ı se motiv tvorˇ´ı oblicˇej a jeho zmensˇeniny
umı´steˇne´ do ocˇn´ıch du´lk˚u a u´st, jak lze videˇt na obra´zku 4.7. Da´le se s frakta´ly lze setkat
v modern´ı architekturˇe prˇi pohledu na organizaci meˇst cˇi usporˇa´da´n´ı staveb.
38
Obra´zek 4.7: Salvador Dal´ı - Tva´rˇ va´lky
4.5.1 Africke´ frakta´ly
Prˇ´ıkladem, kdy byla objevena frakta´ln´ı podstata da´vno prˇed definova´n´ım pojmu frakta´l,
jsou tzv. Africke´ frakta´ly [6]. Na obra´zku 4.8 je letecky´ pohled na vesnici Ba-ila z obdob´ı
prˇed rokem 1944. Tvar vesnice odpov´ıda´ frakta´lu, jehozˇ iterace jsou na obra´zku 4.9.
Obra´zek 4.8: Africka´ vesnice Ba-ila
Dalˇs´ımi oblastmi, kde byl objeven vliv frakta´l˚u v Africe, jsou sˇperky a u´prava vlas˚u.
Frakta´ln´ı vlivy je mozˇno nale´zt take´ v Egyptske´ kulturˇe.
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Obra´zek 4.9: Frakta´l vesnice Ba-ila
4.5.2 Betle´mska´ hveˇzda
Betle´mska´ hveˇzdeˇ je v oblasti frakta´ln´ı geometrie raritou. Veˇtsˇina zmı´nek o n´ı odkazuje na
publikaci Rona Eglashe [8], ktery´ zkoumal pra´ci mnicha Uda z Aachenu.
Obra´zek 4.10: Ilustrace z 13. stolet´ı
Zvla´sˇtn´ıho vyobrazen´ı Betle´mske´ hveˇzdy si povsˇiml profesor matematiky Bob Schipke.
Hveˇzda vypadala jako zna´zorneˇn´ı Mandelbrotovy mnozˇiny, jedne´ z ikon modern´ı doby
pocˇ´ıtacˇ˚u. Jej´ı slozˇitost se da´ vyobrazit pouze pomoc´ı pocˇ´ıtacˇ˚u, cozˇ se vsˇak d´ıky kresbeˇ
Hveˇzdy uka´zalo jako mylna´ domeˇnka. Vı´ce o te´to pozoruhodnosti uva´d´ı Ray Girvan na
svy´ch stra´nka´ch [8]. V pracech Uda z Aachenu pozdeˇji veˇdci nalezli jesˇteˇ neˇkolik zaj´ımavost´ı.
Nejd˚ulezˇitejˇs´ı na cˇla´nku o Udovi je vsˇak datum uveden´ı - 1. dubna 1999. Ray Gir-
van prˇipravil apr´ılovy´ zˇert´ık s takovou pecˇlivost´ı, zˇe po prˇecˇten´ı meˇlo mnoho odborn´ık˚u
za´jem o cestu do Aachenu, aby mohli spis strˇedoveˇke´ho mnicha studovat. Girvan doc´ılil
veˇrohodnosti pra´ce uveden´ım ma´lo zna´my´ch informac´ı a odkazy na mnoho serio´zn´ıch prac´ı,
jezˇ jsou v porˇa´dku azˇ na neexistuj´ıc´ı pocˇin fiktivn´ıho profesora Boba Schipkeho.
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4.6 SW pro generova´n´ı frakta´l˚u
Na internetu je k dispozici velke´ mnozˇstv´ı programu˚, jejichzˇ pomoc´ı lze frakta´ly genero-
vat. V na´sleduj´ıc´ıch kapitola´ch je popsa´no neˇkolik z nich, ktere´ byly vybra´ny na za´kladeˇ
vy´znamu, kvalitn´ım vy´stup˚um, cˇi sˇiroke´ mozˇnosti voleb ovlivnˇuj´ıc´ı vy´sledny´ obrazec. Nej-
cˇasteˇji se jedna´ o programy volneˇ sˇiˇritelne´.
4.6.1 FractInt
FractInt je volneˇ sˇiˇritelny´ program vytva´rˇeny´ skupinou Stone Group, ktera´ ma´ v soucˇasnosti
sˇest cˇlen˚u pod´ılej´ıc´ıch se na dalˇs´ım vy´voji programu. Pu˚vodn´ım autorem je Bert Tyler.
Jme´no programu souvis´ı s t´ım, zˇe velke´ mnozˇstv´ı j´ım generovany´ch obra´zk˚u vyuzˇ´ıva´ celo-
cˇ´ıselnou (INTeger) matematiku, namı´sto rea´lny´ch cˇ´ısel beˇzˇny´ch u jiny´ch programu˚.
Prvn´ı verze FractIntu vydana´ v za´rˇ´ı roku 1988 byla napsa´na pro procesory 386, po-
uzˇ´ıvala celocˇ´ıselny´ algoritmus a nepotrˇebovala matematicky´ koprocesor pro matematicke´
operace. Na pocˇa´tku byl program rychle vyv´ıjen a o rok pozdeˇji jizˇ byla k dispozici verze
9.3. V soucˇasnosti (kveˇten 2007) je nejnoveˇjˇs´ı FracInt dostupny´ ve verzi 20.0.
FracInt je ovla´da´n prˇedevsˇ´ım z prˇ´ıkazove´ rˇa´dky, umı´ vsˇak pracovat i s da´vkovy´mi
soubory. Nejnoveˇjˇs´ı graficka´ nadstavba WinFract pro Windows je ve verzi 18.21. Starsˇ´ı
verzi GUI s vykresleny´m Ljapunovy´m frakta´lem lze videˇt na obra´zek 4.11. Na ovla´da´n´ı pro-
gramu mysˇ´ı prˇi pohybu (zoomova´n´ı) ve vykresleny´ch frakta´lech je trˇeba si zvykat z d˚uvodu
poneˇkud nestandardn´ıch reakc´ı oblasti vy´beˇru. Usnadneˇn´ım je tzv. “Zoom bar” ktery´m lze
le´pe vybrat oblast pro zveˇtsˇen´ı.
Obra´zek 4.11: GUI programu WinFract
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Nab´ıdka “Fractals” obsahuje dalˇs´ı polozˇky s vy´beˇrem druhu vykreslovane´ho frakta´lu,
nastaven´ı za´kladn´ıch a rozsˇ´ıˇreny´ch parametr˚u zobrazovac´ı oblasti atd. Kazˇdy´ druh frakta´lu
ma´ prˇednastaveny za´kladn´ı parametry zarucˇuj´ıc´ı vykreslen´ı alesponˇ za´kladn´ıho tvaru na
obrazovku.
FracInt umı´ pracovat s velky´m mnozˇstv´ım adapte´r˚u a graficky´ch rezˇimu˚. Nejvysˇsˇ´ı nab´ı-
zene´ rozliˇsen´ı je 1024*768, avsˇak je mozˇno jej nastavit i rucˇneˇ. Programem lze vygenerovat
i obra´zky s veˇtsˇ´ım rozliˇsen´ım, nezˇ ma´ obrazovka. Tyto se pak ukla´daj´ı do pameˇti nebo
na disk. Pocˇet barev je sta´le omezen na 256, cozˇ mu˚zˇe by´t v dnesˇn´ı dobeˇ nevy´hoda prˇi
vytva´rˇen´ı dekorativn´ıch obra´zk˚u.
Vesˇkere´ informace o autorech a tutorialy ukazuj´ıc´ı pra´ci s programem lze nale´zt na
domovsky´ch stra´nka´ch http://spanky.triumf.ca/www/fractint/fractint.html.
4.6.2 Fractal eXtreme
Fractal eXtreme je komercˇn´ı software vyv´ıjeny´ spolecˇnost´ı Cygnus Software zalozˇenou
v roce 1985. Prvn´ımi produktem spolecˇnosti byl v roce 1986 program MandFXP. V roce
1997 pak byl uveden na trh Fractal eXtreme, ktery´ je naprogramova´n v C++ v kombinaci
s assemblerem. Posledn´ı aktualizace programu byla v roce 2003, kdy vysˇla verze 1.902. Na
webovy´ch stra´nka´ch vy´robce www.cygnus-software.com je k dispozici ke stazˇen´ı patna´cti
denn´ı zkusˇebn´ı verze programu.
Obra´zek 4.12: Fractal eXtreme
Fractal eXtreme nab´ız´ı na´hled vybrane´ho frakta´lu ve sn´ızˇene´ kvaliteˇ prˇed jeho fina´ln´ım
vykreslen´ım, aby se mohl uzˇivatel rozhodnou zda dany´ obra´zek splnˇuje jeho pozˇadavky a
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chce jej zobrazit nebo ulozˇit v plne´ kvaliteˇ.
V okneˇ programu, obra´zek 4.12, je mozˇno zobrazovat v´ıce frakta´l˚u najednou. Zaj´ımavou
vlastnost´ı je, zˇe v prˇ´ıpadeˇ Mandelbrotovy mnozˇiny lze zobrazit jednotlive´ Juliovy mnozˇiny
odpov´ıdaj´ıc´ı dane´ oblasti.
Dalˇs´ı zaj´ımavou mozˇnost´ı je ulozˇen´ı animovany´ch pr˚ulet˚u frakta´lem, kdy si lze ve
vykreslene´m vzˇdy definovat oblast, ktera´ bude tvorˇit dalˇs´ı prˇibl´ızˇen´ı frakta´lu. Program
pak propocˇ´ıta´ jednotlive´ “sn´ımky” vy´sledne´ animace. Pro ulozˇen´ı animac´ı Fractal eXtreme
pouzˇ´ıva´ vlastn´ı forma´t, jezˇ lze prˇehra´t v programu Zoom Movie Player. Tento je zdarma
a umı´ prˇeve´st videa do avi sekvenc´ı. Neˇkolik vzorovy´ch “filmu˚” je umı´steˇno na webovy´ch
stra´nka´ch programu.
4.6.3 XaoS
XaoS je program urcˇeny´ ke generova´n´ı animac´ı frakta´l˚u v rea´lne´m cˇase. Pu˚vodn´ım autorem
je Jan Hubicˇka, ke ktere´mu se prˇidali dalˇs´ı vy´voja´rˇi. Prvn´ı verze programu vznikla v roce
1998. V soucˇasnosti je nejaktua´lneˇjˇs´ı verze 3.2.3.
Vy´hodou XaoSe je fakt, zˇe je napsa´n nejen pro Windows, ale i dalˇs´ı operacˇn´ı syste´my
jako je MacOS X, Linux a BSD, OS/2 aj. Program nab´ız´ı volbu neˇkolika jazykovy´ch verz´ıch
- anglicke´, cˇeske´, sˇpaneˇlske´, mad’arske´ atd.
Obra´zek 4.13: XaoS
Generova´n´ı frakta´l˚u je rychle´ i ve vysoke´m rozliˇsen´ı. V programu je prˇedvoleno vykreslen´ı
neˇkolika nejzna´meˇjˇs´ıch frakta´l˚u (naprˇ. Mandelbrotova mnozˇina, frakta´l Newton atd.). Vy-
barven´ı u´tvaru lze meˇnit zvla´sˇt’ pro vnitrˇn´ı a vneˇjˇs´ı oblast, k dispozici je neˇkolik variant.
Okno XaoSu s Newtonovou frakta´ln´ı mnozˇinou cˇtvrte´ho rˇa´du je na obra´zku 4.13. Zaj´ımavou
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funkc´ı je “autopilot”, kdy program sa´m urcˇ´ı smeˇr pr˚uletu frakta´lem.
Na domovske´ stra´nce programu http://wmi.math.u-szeged.hu/xaos/doku.php lze
nale´zt informace o programu i galerie obra´zk˚u. Soucˇa´st´ı archivu s programem jsou v´ıcejazycˇne´
tutorialy popisuj´ıc´ı nejen ovla´da´n´ı XaoSu, ale obsahuj´ı take´ informace o frakta´lech a frakta´ln´ı
geometrii.
4.6.4 Apophysis
Apophysis je open source editor frakta´l˚u typu Fractal Flame. Program vytvorˇil Mark
Townsend pro platformu MS Windows a v soucˇasne´ dobeˇ se na vy´voji pod´ıl´ı neˇkolik dalˇs´ıch
programa´tor˚u. Posledn´ı dostupna´ verze programu je 2.02.
Program obsahuje spoustu mozˇnost´ı pro vytva´rˇen´ı a u´pravu frakla´l˚u. Soucˇa´st´ı je i editor,
ve ktere´m lze prˇ´ımo meˇnit transformace, ze ktery´ch se flame skla´da´. Okno mutac´ı obsahuje
zobrazen´ı neˇkolika sta´di´ı vy´pocˇtu dane´ho frakta´lu. Mezi jednotlivy´mi verzemi lze vybrat
vizua´lneˇ nejprˇijatelneˇjˇs´ı a nechat ji vygenerovat ve veˇtsˇ´ım rozliˇsen´ı. V nastaven´ı lze zvolit
barevnou paletu a pozici obra´zku, prˇ´ıpadneˇ prˇ´ımo napsat skript ktery´ bude aplikova´n na
frakta´l.
Obra´zek 4.14: Apophysis
Vytva´rˇen´ı frakta´l˚u v Apophysisu je prˇeva´zˇneˇ zalozˇeno na na´hodeˇ. Prˇi kazˇde´m spusˇteˇn´ı
se vygeneruj´ı nove´ prˇedlohy, na ktere´ se na´hodny´m zp˚usobem aplikuje neˇjaka´ variace. Vy´beˇr
variace lze rucˇneˇ meˇnit, stejneˇ jako definici prˇedlohy, a z´ıskat tak pokazˇde´ novy´ frakta´l.
Na domovsky´ch stra´nka´ch www.apophysis.org je mozˇno nale´zt rozsa´hlou sekci s tuto-
rialy pro zacˇa´tecˇn´ıky i pokrocˇile´ uzˇivatele.
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Kapitola 5
Algoritmy pro generova´n´ı frakta´l˚u
V na´sleduj´ıc´ı cˇa´sti diplomove´ pra´ce jsou uvedeny algoritmy, jimizˇ lze generovat jednotlive´
typy frakta´l˚u. Nejkomplexneˇjˇs´ı informace a prˇ´ıklady zdrojovy´ch ko´d˚u uva´d´ı Pavel Tiˇsnovsky
ve sve´m seria´lu o frakta´lech zverˇejnˇovane´ho na stra´nka´ch Root.cz [25]. S ohledem na
aktua´lnost dat pouzˇity´ch pro tuto pra´ci, jsou odtud prˇevzaty u´seky zdrojovy´ch ko´d˚u.
Veˇtsˇina informac´ı a ko´d˚u je pr˚ubeˇzˇneˇ uprˇesnˇova´na d´ıky prˇipomı´nka´m dalˇs´ıch autor˚u.
5.1 Algoritmy dynamicky´ch syste´mu˚
5.1.1 Lorenz˚uv atraktor
Popis Lorenzova atraktoru je uveden v kapitole 2.4.1 a je charakterizova´n trˇemi rovnicemi
(2.7, 2.8, 2.9). Pro iterativn´ı vy´pocˇet je trˇeba prove´st jejich u´pravu, aby bylo mozˇno
vypocˇ´ıtat pozice bod˚u Ps = [xn, yn, zn] v prostoru [25, 3]:
xn+1 = xn + (−a× xn × dt) + (a× yn × dt) (5.1)
yn+1 = yn + (b× xn × dt)− (yn × dt)− (zn × xn × dt) (5.2)
zn+1 = zn + (−c× zn × dt) + (xn × yn × dt) (5.3)
Lorenz˚uv atraktor je narozd´ıl od mnoha frakta´l˚u vykreslova´n v trojrozmeˇrne´m prostoru.
Za pomoci OpenGL vypada´ funkce realizuj´ıc´ı vy´pocˇet bod˚u na´sledovneˇ:
//------------------------------------------------------------
// Prˇekreslenı´ Lorenzova atraktoru (pu˚vodnı´ Lorenzu˚v atraktor)
//------------------------------------------------------------
void recalcLorenz(double a, // parametry frakta´lu
double b,
double c,
double dt, // pouzˇito prˇi numericke´ integraci
int maxiter, // maxima´lnı´ pocˇet iteracı´
double scale) // meˇrˇı´tko obrazce
{
double x=0.1, y=0, z=0; // pozice bodu v prostoru




glBegin(GL_LINE_STRIP); // zacˇa´tek vykreslova´nı´ polycˇa´ry





x=x2; // prˇepis novy´ch sourˇadnic
y=y2;
z=z2;
glVertex3d(x*scale, y*scale, z*scale); // vykreslenı´ u´secˇky
}
glEnd(); // konec vykreslova´nı´ polycˇa´ry
}
Uvedena´ verze vykresl´ı p˚uvodn´ı Lorenz˚uv atraktor. Existuj´ı i dalˇs´ı modifikace algoritmu,
ktere´ lze nale´zt v [25]. Jsou zde uvedeny kompletn´ı ko´dy p˚uvodn´ıho i modifikovany´ch pro-
gramu˚.
5.1.2 Juliovy mnozˇiny
Sezna´men´ı s Juliovy´mi mnozˇinami je v kapitole 3.1.1. Tento typ frakta´l˚u je generova´n
iteracemi funkce komplexn´ı paraboly zn+1 = z2n + c, kde zn a c jsou komplexn´ı promeˇnne´.
Iteracˇn´ı proces zacˇ´ına´ startovn´ı hodnotou z0.
Realizace algoritmu spocˇ´ıva´ ve dvou vneˇjˇs´ıch cyklech, ktere´ generuj´ı pocˇa´tecˇn´ı sourˇadni-
ce bod˚u z0, a vnitrˇn´ı smycˇce, kde jsou tyto body iterova´ny. Iterace prob´ıha´ postupny´m pocˇ´ı-
ta´n´ım z1 a z2, nezˇ hodnota neˇktere´ z nich prˇekrocˇ´ı hodnotu 2, cozˇ je mez divergence. Pokud
nen´ı rozhodnuto o divergenci posloupnosti do dosazˇen´ı nastavene´ho pocˇtu iteracˇn´ıch krok˚u,
je posloupnost povazˇova´na za konverguj´ıc´ı. Podle pocˇtu krok˚u je obarven pixel odpov´ıdaj´ıc´ı
sourˇadnic´ım pocˇa´tecˇn´ıho bodu z0 [12, 11, 25].
Prvn´ı prˇ´ıklad obsahuje cyklus vy´pocˇtu Juliovy mnozˇiny podle klasicke´ho postupu.
zy0=MINY;
for (y=0; y<pix->height; y++) { // pro vsˇechny rˇa´dky v pixmapeˇ
zx0=MINX;
for (x=0; x<pix->width; x++) { // pro vsˇechny pixely na rˇa´dku
zx=zx0; zy=zy0; // nastavit pocˇa´tecˇnı´ hodnotu Z(0)
for (iter=0; iter<maxiter; iter++) {// iteracˇnı´ smycˇka
if (zx*zx+zy*zy>4.0) break; // kontrola prˇekrocˇenı´ meze divergence




putpixel(pix, x, y, iter, iter, iter); // vykreslenı´ pixelu
zx0+=(MAXX-MINX)/pix->width; // posun na dalsˇı´ bod na rˇa´dku
}
zy0+=(MAXY-MINY)/pix->height; // posun na dalsˇı´ rˇa´dek
}
46
V druhe´m prˇ´ıkladu je provedena optimalizace pocˇtu operac´ı ve vneˇjˇs´ı smycˇce dveˇma
pomocny´mi promeˇnny´mi zx2 a zy2, ktere´ obsahuj´ı mocninu rea´lne´ (zx) a imagina´rn´ı (zy)
slozˇky promeˇnne´ z [25]. Z praxe vyplynulo, zˇe oproti prvn´ı uvedene´ metodeˇ se na modern´ıch
CPU nemus´ı jednat o rychlejˇs´ı metodu, z d˚uvodu odliˇsne´ optimalizace prova´deˇn´ı instrukc´ı.
zy0=MINY;
for (y=0; y<pix->height; y++) { // pro vsˇechny rˇa´dky v pixmapeˇ
zx0=MINX;
for (x=0; x<pix->width; x++) { // pro vsˇechny pixely na rˇa´dku
zx=zx0; zy=zy0; // nastavit pocˇa´tecˇnı´ hodnotu Z(0)
for (iter=0; iter<maxiter; iter++) {// iteracˇnı´ smycˇka
zx2=zx*zx; zy2=zy*zy; // zkra´ceny´ vy´pocˇet mocniny slozˇek Z
if (zx2+zy2>4.0) break; // kontrola prˇekrocˇenı´ meze divergence
zy=2.0*zx*zy+cy; // vy´pocˇet Z(n+1)
zx=zx2-zy2+cx;
}
putpixel(pix, x, y, iter, iter, iter); // vykreslenı´ pixelu
zx0+=(MAXX-MINX)/pix->width; // posun na dalsˇı´ bod na rˇa´dku
}
zy0+=(MAXY-MINY)/pix->height; // posun na dalsˇı´ rˇa´dek
}
Vı´ce prˇ´ıklad˚u lze nale´zt na [25] a detailneˇjˇs´ı popis vsˇech druh˚u Juliovy´ch mnozˇin pak
obsahuj´ı naprˇ. texty [3, 12, 2].
5.1.3 Mandelbrotova mnozˇina
Abychom mohli vykrestlit Mandelbrotovu mnozˇinu, je trˇeba zjistit, ktere´ body do mnozˇiny
nepatrˇ´ı. Z d˚ukazu demonstrovane´ho v [25] a na za´kladeˇ rovnice definuj´ıc´ı mnozˇinu vyply´va´,
zˇe body splnˇuj´ıc´ı podmı´nku |z| > 2 do Mandelbrotovy mnozˇiny nena´lezˇ´ı. Posloupnost zn
pro tyto body diverguje.
Generova´n´ı Mandelbrotovy mnozˇiny spocˇ´ıva´ v testova´n´ı, zda absolutn´ı hodnota z ne-
prˇekrocˇ´ı hodnotu 2. Pokud se tak stane, bod v mnozˇineˇ nelezˇ´ı. Jestlizˇe probeˇhne vy´pocˇet
vsˇech iterac´ı a absolutn´ı hodnota z hodnotu 2 neprˇesa´hne, je bod povazˇova´n za prvek
Mandelbrotovy mnozˇiny. Prˇesnost vy´pocˇtu lze ovlivnit pocˇtem iterac´ı [25, 12, 22].
Slovn´ı popis algoritmu vy´pocˇtu bod˚u na´lezˇej´ıc´ıch do Mandelbrotovy mnozˇiny, se vstup-
n´ımi hodnotami c (komplexn´ı konstanta) a MaxIter (maxima´ln´ı pocˇet iterac´ı), lze zapsat
na´sledovneˇ:
1. Nastav iteracˇn´ı krok iter = 0.
2. Nastav z = 0.
3. Jestlizˇe je pocˇet iteracˇn´ıch krok˚u mensˇ´ı nezˇ MaxIter opakuj:
• Nastav z = z2+c,
• jestlizˇe |z| > 2 bod nelezˇ´ı v Mandebrotoveˇ mnozˇineˇ, konec cyklu.
• nastav iter = iter+1.
4. Bod lezˇ´ı uvnitrˇ Mandelbrotovy mnozˇiny.
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Pro vlastn´ı implementaci algoritmu je trˇeba upravit parametry vy´pocˇtu, kv˚uli absenci
datove´ho typu komplexn´ıho cˇ´ısla ve veˇtsˇineˇ jazyk˚u a pomale´mu vy´pocˇtu odmocniny. Testo-
vac´ı podmı´nka divergence pak ma´ tvar zx ∗ zx+ zy ∗ zy > 4.
Prˇ´ıklad algoritmu na vy´pocˇet bod˚u Mandelbrotovy mnozˇiny mu˚zˇe vypadat na´sledovneˇ
[25]:
int MandelbrotTest(double cx, double cy)
{
double zx,zy,zx2,zy2,cx,cy; // komplexnı´ promeˇnna´ Z
int iter; // pocˇet iteracı´
zx=0; // vynulovat komplexnı´ promeˇnnou C
zy=0;
iter=0; // nastavit pocˇitadlo iteracı´





iter++; // zvy´sˇit hodnotu pocˇitadla iteracı´
}while (iter<maxiter && (zx2+zy2)<4.0);// test na pocˇet iteracı´ a bailout
if (iter==maxiter) // bod lezˇı´ uvnitrˇ Mandelbrotovy mnozˇiny
return LEZI_UVNITR;
else // bod lezˇı´ vneˇ Mandelbrotovy mnozˇiny
return LEZI_VNE;
}
Dalˇs´ı mozˇnosti algoritmu˚ generuj´ıc´ıch frakta´ln´ı obrazce spolu s postupy pro obarven´ı
lze nale´zt naprˇ. v [22, 25, 24]. Zaj´ımavy´m frakta´lem je take´ naprˇ. Newtonova frakta´ln´ı
mnozˇina, avsˇak z kapacitn´ıch d˚uvod˚u je nutno odka´zat na zdroje uvedene´ v literaturˇe.
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5.2 Algoritmy L-syste´mu˚
Algoritmy L-syste´mu˚ jsou cˇasto zalozˇeny na tzv. zˇelv´ı grafice. Pravidla pro generova´n´ı jsou
veˇtsˇinou pevneˇ dana´, vyuzˇit´ım prvku na´hody dosta´va´me Stochasticke´ L-syste´my. Zˇelva je
ovla´da´na prˇ´ıkazy pro posun a natocˇen´ı. Symboly, ktery´mi je ovla´da´na jsou uvedeny v tabulce
3.1 a v prˇ´ıpadeˇ potrˇeby lze tabulku doplnit o dalˇs´ı akce.
5.2.1 Kochova krˇivka
Informace o Kochoveˇ vlocˇce jsou uvedeny v kapitole 3.2 spolu s prˇepisovac´ımi pravidly
gramatiky, ktera´ demonstruj´ı postup vytva´rˇen´ı krˇivky. Prˇi vytva´rˇen´ı algoritmem je nutno
nastavit krok zˇelvy tak, aby se vykresleny´ obrazec vlezl do zobrazovane´ oblasti. Prˇi znalosti
pocˇtu iterac´ı zjist´ıme kolik krok˚u zˇelva provede v horizonta´ln´ım smeˇru, na za´kladeˇ cˇehozˇ
vypocˇteme krok zˇelvy [25]:
step = WINDOW_WIDTH/(pow(3, rulesCount))
WINDOW WIDTH urcˇuje sˇ´ıˇrku okna a rulesCount uda´va´ pocˇet prˇepis˚u symbolu F. Algo-
ritmus aplikace prˇepisovac´ıch pravidel, pak vypada´ na´sledovneˇ:
void applyRule(void)
{
int i, j, k; // pocitadla smycek a indexy znaku
char src[MAX_LENGTH]; // zdrojovy retezec
char dest[MAX_LENGTH]; // cilovy retezec
int fcount=0; // pocet prepisu
strcpy(src, ret);
puts(src); // kontrolni vypis pred prepisem
for (i=0, j=0; src[i]; i++) { // projit celym retezcem
if (src[i]==’F’) { // tento symbol se ma prepsat
for (k=0; prepstr[k]; k++) // provest prepis
dest[j++]=prepstr[k];
}






for (j=0; dest[j]; j++)
if (dest[j]==’F’) fcount++;




Pro generova´n´ı naprˇ. Sierpinske´ho troju´heln´ıku, Hilbertovy krˇivky nebo Dracˇ´ı krˇivky
se da´ vyuzˇ´ıt paraleln´ıch prˇepisovac´ıch algoritmu˚ [12, 25], kdy neza´vis´ı na porˇad´ı aplikace
prˇepisovac´ıch pravidel a tyto se projev´ı vzˇdy azˇ v na´sleduj´ıc´ım iteracˇn´ım kroku. Algoritmu
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jsou uvedeny v seria´lu o frakta´lech na Root.cz, stejneˇ jako dalˇs´ı typy technik zaby´vaj´ıc´ıch
se vytva´rˇen´ım L-syste´mu˚.
5.3 Algoritmy IFS
Jak bylo uvedeno v kapitole 3.3, pro generova´n´ı IFS frakta´l˚u se vyuzˇ´ıvaj´ı transformace.
Nejvhodneˇjˇs´ı zp˚usob jejich za´pisu jsou transformacˇn´ı matice, prˇ´ıpadneˇ vektory posunu, ktere´
prˇi programova´n´ı usˇetrˇ´ı pameˇt’ a urychl´ı vy´pocˇty.
Transformace je v plosˇe E2 popsa´na matic´ı U o velikosti 2 × 2 a vektorem posunu V
s dveˇma prvky [25, 24]. Analogicky pro prostor E3 bude matice rozmeˇru 3 × 3 a vektor
bude mı´t trˇi prvky. Koeficienty matice U se uplatnˇuj´ı prˇi aplikac´ıch transformac´ı rotace,
zkosen´ı, zmeˇny meˇrˇ´ıtka. Koeficienty vektoru V se pouzˇ´ıvaj´ı k posunu.
Pro vlastn´ı implementaci je vsˇak vyuzˇ´ıva´no transformacˇn´ı matice T, ktera´ je sloucˇen´ım
matice U a vektoru V. V rovineˇ bude mı´t T rozmeˇr 3× 3 a v prostoru 4× 4.
Mnozˇinu zobrazen´ı Φ = {φ1, . . . , φn} (viz kapitola 3.3, [2, 25]) doplnˇuje mnozˇina
pravdeˇpodobnostn´ı Π = {pi1, . . . , pin}, pii > 0, ktera´ urcˇuje pravdeˇpodobnost pouzˇit´ı jed-
notlivy´ch transformac´ı prˇi vytva´rˇen´ı frakta´lu. Soucˇet jednotlivy´ch pravdeˇpodobnost´ı mus´ı
by´t roven jedne´. Da´le je mozˇne´ rˇ´ıci, zˇe cˇ´ım veˇtsˇ´ı pravdeˇpodobnost transformace φi, t´ım
veˇtsˇ´ı mus´ı by´t mı´ra jej´ı kontrakce. Pokud vytva´rˇeny´ objekt nema´ kontrahuj´ıc´ı transfor-
maci, nejedna´ se o IFS (viz [3, 2, 25, 24]) Syste´m iterovany´ch funkc´ı je tedy urcˇen vztahem
5.4.
IFS = (Φ, Π) = ({φ1, . . . , φn}, {pi1, . . . , pin}) (5.4)
5.3.1 Algoritmus na´hodne´ procha´zky (RWA)
Algoritmus na´hodne´ procha´zky je jedn´ım z nejjednodusˇsˇ´ıch algoritmu˚ pro generova´n´ı IFS
frakta´ln´ıch objekt˚u. Jeho vy´hodou je jednoduchost a male´ na´roky na pameˇt’. Nevy´hodou
je nutnost generova´n´ı velke´ho pocˇtu bod˚u pro zobrazen´ı frakta´lu, z cˇehozˇ vy´ply´va´ mozˇna´
duplicita vykreslova´n´ı neˇktery´ch cˇa´st´ı. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ prˇi n´ızke´m pocˇtu iterac´ı mohou
neˇktere´ cˇa´st´ı obrazce chybeˇt [3, 25, 24].
Princip generova´n´ı IFS pomoc´ı algoritmu RWA je na´sleduj´ıc´ı:
1. Zvol´ıme na´hodny´ bod P0 v rovineˇ/prostoru.
2. Vy´beˇr transformace φi z mnozˇiny Φ na za´kladeˇ zvolene´ hodnoty pravdeˇpodobnosti
pii z mnozˇiny Π. Zarucˇ´ı se t´ım dodrzˇen´ı, pocˇet pouzˇit´ı transformace na za´kladeˇ
pravdeˇpodobnosti.
3. Do dosazˇen´ı zadane´ho pocˇtu iterac´ı opakujeme:
(a) aplikace vybrane´ transformace na bod - zmeˇna sourˇadnic,
(b) vy´beˇr dalˇs´ı transformace.
Bod P0 nemus´ı lezˇet v atraktoru, proto je vhodne´ neˇkolik prvn´ıch iterac´ı nezobrazovat.
Vhodeˇ zvoleny´ pocˇet iterac´ı ovlivnˇuje kvalitu vy´stupu (duplicita/absence bod˚u). Zkra´ceny´
uka´zkovy´ algoritmus RWA pro vygenerova´n´ı IFS kola´zˇe je prˇevzat z Root.cz [25]. Uvedeny´
prˇ´ıklad vygeneruje kapradinu podobnou obra´zku 3.9. Transformacˇn´ı matice spolu s vek-
torem pravdeˇpodobnosti transformac´ı pro takovy´to IFS syste´m je:
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float t[4][2][3]; // transformacˇnı´ matice
float p[4]; // vektor pravdeˇpodobnosti transf
// transformacˇnı´ matice
t[0][0][0]= 0.000; t[0][0][1]= 0.000; t[0][0][2]= 0.000;
t[0][1][0]= 0.000; t[0][1][1]= 0.160; t[0][1][2]= 0.000;
t[1][0][0]= 0.200; t[1][0][1]=-0.260; t[1][0][2]= 0.000;
t[1][1][0]= 0.230; t[1][1][1]= 0.220; t[1][1][2]= 1.600;
t[2][0][0]=-0.150; t[2][0][1]= 0.280; t[2][0][2]= 0.000;
t[2][1][0]= 0.260; t[2][1][1]= 0.240; t[2][1][2]= 0.440;
t[3][0][0]= 0.850; t[3][0][1]= 0.040; t[3][0][2]= 0.000;
t[3][1][0]=-0.040; t[3][1][1]= 0.850; t[3][1][2]= 1.600;





Vlastn´ı iteracˇn´ı cyklus pak vypada´ na´sledovneˇ:
while (iter++<maxiter*100) { // iteracˇnı´ smycˇka
pp=(float) random (255) / 255.0; // p lezˇı´ v rozsahu 0.0-1.0
// promeˇnna´ cyklu vyhleda´nı´ transformace
k=0;
sum=0;
while (sum<=pp) { // podle hodnoty na´hodne´ho cˇı´sla
sum=sum+p[k]; // vybrat transformaci
k++;
} // k urcˇuje index transformace
k--; // u´prava hodnoty k ze smycˇky while
hlp=t[k][0][0]*x+t[k][0][1]*y+t[k][0][2]; // provedenı´ vybrane´
y =t[k][1][0]*x+t[k][1][1]*y+t[k][1][2]; // transformace
x =hlp;
if (iter > threshold) // je-li dosazˇeno hranice iteracı´
// vykreslenı´ pixelu
putpixel(pix, x*scale+xpos, y*scale+ypos, 0xff, 0xff, 0xff);
}
Algoritmus RWA nacha´z´ı vyuzˇ´ıt´ı v ekonomice v modelech akciovy´ch trh˚u, v populacˇn´ı
genetice, kde statisticky popisuje geneticky´ smeˇr. Ve fyzice je pouzˇ´ıva´n ke zjednodusˇen´ı
modelu Brownova pohybu a v teorii kvantove´ho pole. Dalˇs´ımi oblastmi pouzˇit´ı RWA jsou
kombinatorika, biologie (vy´zkum mozku, pohyb ocˇ´ı), psychologie atd. Neˇktere´ uka´zky lze
nale´zt naprˇ. na wikipedia.org (RandomWalk) [23]. Veˇtsˇinou se jedna´ o ekonomicke´ zameˇrˇen´ı.
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5.3.2 Deterministicky´ algoritmus (DIA)
Druhy´m uvedeny´m algoritmem pro vy´pocˇet IFS frakta´l˚u je deterministicky´ algoritmus (DIA
- Deterministic Algorithm). Od prˇedchoz´ıho RWA se liˇs´ı prˇ´ıstupem ke generova´n´ı bod˚u.
RWA v kazˇde´ iteraci vypocˇ´ıta´ vzˇdy jeden bod, zat´ımco DIA vycˇ´ısl´ı bod˚u v´ıce [3, 25].
Nen´ı nutno pocˇ´ıtat ani s pravdeˇpodobnost´ı jednotlivy´ch transformac´ı, protozˇe na mnozˇinu
bod˚u se vzˇdy aplikuj´ı vsˇechny transformace z dane´ho IFS. RWA pouzˇ´ıva´ pro vy´pocˇet
na´hodna´ cˇ´ısla a pr˚ubeˇh generova´n´ı je stochasticky´, zat´ımco DIA pouzˇit´ım vsˇech trans-
formac´ı soucˇasneˇ nemus´ı zˇa´dnou z nich vyb´ırat.
Postup generova´n´ı IFS pomoc´ı algoritmu DIA, jezˇ se obvykle realizuje dveˇmi vnorˇeny´mi
cykly, je:
1. zvol´ı se neˇkolik bod˚u v prostoru,
2. do dosazˇen´ı zadane´ho pocˇtu iterac´ı opakujeme:
(a) aplikuj´ı se vsˇechny transformace tvorˇ´ıc´ı IFS syste´m,
(b) vsˇechny vznikle´ body jsou mnozˇinou bod˚u pro dalˇs´ı iteraci.
IFS vznikle´ generova´n´ım algoritmy RWA a DIA mu˚zˇeme porovnat na obra´zc´ıch 5.1
respektive 5.2. Je patrne´, zˇe se vy´sledne´ frakta´ly liˇs´ı.
Obra´zek 5.1: IFS vytvorˇeny´ RWA
Obra´zek 5.2: IFS vytvorˇeny´ DIA
Na´sleduj´ıc´ı cˇa´st zdrojove´ho ko´du zna´zornˇuje implementaci algoritmu DIA.
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//----------------------------------------------------------------
// Prˇekreslenı´ IFS pomocı´ rekurzivnı´ho algoritmu DIA
//----------------------------------------------------------------
void recalcIFSusingDIA(float x, float y, int depth)
{
float xn, yn; // poloha iterovane´ho bodu
int k; // cˇı´slo transformace
if (depth) {
// pro vsˇechny transformace v~IFS




if (iter>threshold) // je-li dosazˇeno hranice iteracı´
switch (drawType) { // vy´beˇr vykreslovacı´ho rezˇimu
case IterPutPixel:
putpixel(pixIFS, x*scale+xpos, y*scale+ypos, rf ?
0xff:0x00, gf ? 0xff:0x00, bf ? 0xff:0x00);
break;
case IterAddPixel:














} // konec switche
// rekurze - vy´pocˇet dalsˇı´ch ‘‘transf’’ pixelu˚
recalcIFSusingDIA(xn, yn, depth-1);
} // konec for cyklu
} // konec if (depth)
} // konec teˇla fuknce
Dalˇs´ımi algoritmy generuj´ıc´ı IFS, je modifikovany´ algoritmus na´hodne´ procha´zky M-
RWA, ktery´ spojuje vy´hody RWA a DIA, a algoritmus generova´n´ı minima pixel˚u MPA
(Minimal Plotting Algorithm).
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5.3.3 Modifikovany´ algoritmus na´hodne´ procha´zky (M-RWA)
Modifikovany´ algoritmus na´hodne´ procha´zky M-RWA ma´ pozmeˇneˇn fukncˇn´ı princip a
pracuje tak, zˇe na bod se v kazˇde´ iteraci aplikuj´ı vsˇechny transformace, ale pouze neˇktere´
body (alesponˇ 1) jsou pouzˇity pro dalˇs´ı iterace [25]. Vy´hodou te´to u´pravy je prˇiblizˇneˇ stejna´
pameˇt’ova´ na´rocˇnost jako ma´ klasicky´ RWA a pomeˇrneˇ rychle´ generova´n´ı frakta´lu. Lze jej
vyuzˇ´ıt pro generova´n´ı vy´rˇez˚u obrazce. Transformace pro dalˇs´ı iterace se mohou vyb´ırat
stejneˇ jako u RWA pravdeˇpodobnostn´ı mnozˇinou Π, nebo zvolen´ım hashovac´ı funkce.
Algoritmus M-RWA, ktery´ je opeˇt realizova´n dveˇma vnorˇeny´mi cykly, lze slovneˇ popsat
na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem:
1. zvol´ıme na´hodny´ bod P0 v rovineˇ/prostoru,
2. do dosazˇen´ı zadane´ho maxima´ln´ıho pocˇtu iterac´ı opakujeme:
(a) postupneˇ vyb´ıra´me transformace φk,
i. aplikace vybrane´ transformace na bod Pi a vy´pocˇet nove´ho bodu Pi+1,
ii. pokud se nejedna´ o prvn´ı iteraci, vykresli bod Pi.
Algoritmus sta´le nen´ı deterministicky´, protozˇe dalˇs´ıho generova´n´ı se u´cˇastn´ı pouze
neˇkolik transformac´ı, ktere´ byly aplikova´ny na vybrane´ body.
Ko´d algoritmu M-RWA [25], bez pouzˇit´ı pravdeˇpodobnosti transformac´ı Π (vy´beˇr se
prova´d´ı genera´torem na´hodny´ch cˇ´ısel), pak vypada´ na´sledovneˇ:
// pomocna´ smycˇka, ve ktere´ se zjistı´ pocˇet transformacı´
for (sum=0.0, maxTransf=0; sum<1.0; sum+=(*t)[maxTransf][6], maxTransf++);
while (iter++<maxiter*100) { // iteracˇnı´ smycˇka
// smycˇka, ve ktere´ se provedou vsˇechny transformace
for (k=0; k<maxTransf; k++) {
float xn=(*t)[k][0]*x+(*t)[k][1]*y+(*t)[k][4];
float yn=(*t)[k][2]*x+(*t)[k][3]*y+(*t)[k][5];
if (iter>threshold) { // je-li dosazˇeno hranice iteracı´
switch (drawType) { // vy´beˇr vykreslovacı´ho rezˇimu
case IterPutPixel:
putpixel(pix, xn*scale+xpos, yn*scale+ypos, rf ? 0xff:0x00,
gf ? 0xff:0x00, bf ? 0xff:0x00);
break;
case IterAddPixel:
addpixel(pix, xn*scale+xpos, yn*scale+ypos, red, green, blue);
break;
case TransfPutPixel:













k=rand()%maxTransf; // vy´beˇr bodu x(n) na za´kladeˇ na´hodne´ho cˇı´sla
hlp=(*t)[k][0]*x+(*t)[k][1]*y+(*t)[k][4]; // provedenı´
y =(*t)[k][2]*x+(*t)[k][3]*y+(*t)[k][5]; // transformace
x =hlp;
}
5.3.4 Algoritmus generova´n´ı minima pixel˚u (MPA)
Algoritmus MPA (Minimal Plotting Algorithm) ma´ proti prˇedchoz´ım algorirmu˚m vy´hodu
v tom, zˇe se nesnazˇ´ı zobrazit frakta´l naprosto prˇesneˇ, ale zobrazuje pouze tzv. reprezenta-
tivn´ı cˇa´st obrazce [25, 7].
Vizua´lneˇ reprezentativn´ı cˇa´st frakta´lu je konecˇna´, cozˇ znamena´ zˇe je tvorˇena konecˇny´m
pocˇtem bod˚u, a proto mu˚zˇe by´t zobrazena v konecˇne´m cˇase. MPA je efektivn´ı, protozˇe
pracuje prˇ´ımo s jednotlivy´mi pixely v E2 nebo E3. Pixel se od bodu odliˇsuje t´ım, zˇe ma´
pevne´ sourˇadnice a pevnou velikost. Mezi dveˇma pixely lezˇ´ı konecˇne´ mnozˇstv´ı pixel˚u, cozˇ
pro dva body neplat´ı.
Pomocny´m datovy´m typem u tohoto algoritmu je fronta (queue), kam se ukla´daj´ı adresy
pixel˚u. Pocˇa´tecˇn´ı body se nevyb´ıraj´ı na´hodneˇ, pro kazˇdou transformaci je vypocˇten pevny´
bod x0 (kapitoly 2.43.3), jehozˇ adresa je ulozˇena do fronty. Postupneˇ jsou z n´ı vyb´ıra´ny
a jsou na neˇ aplikova´ny transformace. Nove´ pixely se porovnaj´ı na za´kladeˇ adres s pixely
jizˇ vykresleny´mi. Neduplicitn´ı pixely se vykresl´ı a jejich adresa se ulozˇ´ı na konec fronty,
atributy ostatn´ıch pixel˚u se neukla´daj´ı. Algoritmus nepocˇ´ıta´ provedene´ iteracˇn´ı kroky, je-
likozˇ konec nasta´va´ vypra´zdneˇn´ım fronty pixel˚u, a ani nen´ı nutno pocˇ´ıtat pravdeˇpodobnost
transformac´ı. MPA je deterministicky´ algoritmus [25, 7].
Algoritmus zacˇ´ına´ inicializac´ı:
• nalezen´ı vsˇech pevny´ch bod˚u x0 pro vsˇechny transformace φi,
• vykreslen´ı pixel˚u odpov´ıdaj´ıc´ıch teˇmto bod˚um,
• inicializace fronty s adresami vykresleny´ch pixel˚u.
Dokud nen´ı fronta pra´zdna´, opakuj:
1. vyjmut´ı adresy pixelu z pocˇa´tku fronty, prˇeveden´ı na sourˇadnice bodu P,
2. pro vsˇechny transformace z mnozˇiny Φ opakuj:
(a) aplikace transformace φk na bod P a vy´pocˇet nove´ho bodu, Pk.
(b) Zzokrouhlen´ı sourˇadnice Pk, aby odpov´ıdala pixelu,
(c) pokud na dane´ sourˇadnici nen´ı vykreslen bod, vykresli bod Pk a vlozˇ jeho adresu
na konec fronty.
Vy´hody algoritmu MPA spocˇ´ıvaj´ı ve vykreslen´ı kazˇde´ho bodu pouze jednou a nej-
sou na neˇj jizˇ prova´deˇny zˇa´dne´ transformace. Algoritmus mus´ı skoncˇit v konecˇne´m cˇase,
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protozˇe v nejhorsˇ´ım prˇ´ıpadeˇ se vygeneruj´ı vsˇechny pixely na obrazovce. MPA je pameˇt’oveˇ
nena´rocˇny´, ukla´da´ se pouze bitmapa obrazu a fronta s adresami pixel˚u.
Nevy´hodou je hleda´n´ı kazˇde´ho vypocˇtene´ho pixelu ve fronteˇ (komplikace vy´pocˇt˚u a
zdrzˇen´ı prˇi vy´pocˇtu obrazce) a take´ neprakticˇnost prˇi generova´n´ı vy´rˇez˚u frakta´lu (algoritmus
pocˇ´ıta´ i body mimo viditelnou oblast).
5.3.5 Fractal flame
Fractal flames se generuj´ı stejneˇ jako IFS algoritmem na´hodne´ procha´zky (RWA) a obsahuj´ı
rozsˇ´ıˇren´ı specificka´ pro tento druh frakta´l˚u.
Jak jizˇ bylo uvedeno v kapitole 3.12, pouzˇ´ıvaj´ı se prˇi generova´n´ı flame frakta´l˚u nelinea´rn´ı
transformace nazy´vane´ variace, jezˇ jsou uvedeny v tabulce 3.3. Pro implementaci v C se
vytvorˇ´ı funkce vx() a vy() s trˇemi parametry. Za´pis variac´ı v programovac´ım jazyce je
jednoduchy´ a je k nalezen´ı v d´ılu nazvane´m algoritmus Fractal Flame prakticky seria´lu
Pavla Tiˇsnovske´ho. Na´sleduj´ıc´ı ko´d demonstruje pra´ci s obarvova´n´ım frakta´lu flame.
Pixely se prˇ´ımo nezapisuj´ı do pixmapy pro vykreslova´n´ı, ale ukla´daj´ı se do pomocne´ho
pole, kde se meˇn´ı hodnoty cˇ´ıtacˇ˚u zavola´n´ım funkce addfloat() [25].
//-------------------------------------------------------------
// Prˇı´ru˚stek barvy pixelu na zadany´ch sourˇadnicı´ch ve floatove´
// monochromaticke´ pixmapeˇ
//-------------------------------------------------------------
void addfloat(const unsigned int x, const unsigned int y)
{
// kontrola, zda nenı´ prˇekrocˇena velikost pixmapy
// (za´porne´ hodnoty nenı´ dı´ky prˇevodu na unsigned int zapotrˇebı´
// bra´t v potaz)
if (x>=PIXMAP_WIDTH || y>=PIXMAP_HEIGHT) return;
// zvy´sˇit hodnotu cˇı´tacˇe
floatMap[y][x]++;
}
Z vygenerovany´ch hodnot se vybere hodnota maxima´ln´ı, zlogaritmuje se a provede se
jej´ı prˇevod do rozsahu 0..255. Noveˇ z´ıskane´ hodnoty se zap´ıˇs´ı do pixmapy, ktera´ se vykresl´ı
na obrazovce.
//-------------------------------------------------------------
// Kopie pixelu z floatove´ pixmapy do pixmapy kompatibilnı´ s





float pixelFactor; // faktor konverze
int i, j; // cˇı´tacˇe smycˇek
// zjistit maxima´lnı´ hodnotu ulozˇenou ve floatove´ pixmapeˇ
for (j=0; j<PIXMAP_HEIGHT; j++)
for (i=0; i<PIXMAP_WIDTH; i++)
if (maxp<floatMap[j][i]) maxp=floatMap[j][i];
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pixelFactor=255.0/log(maxp); // vypocˇı´tat faktor konverze
// konverze a zmeˇna na logaritmicke´ meˇrˇı´tko
// s tı´m, zˇe vy´sledne´ barvove´ slozˇky jsou v rozsahu 0..255
for (j=0; j<PIXMAP_HEIGHT; j++) {
for (i=0; i<PIXMAP_WIDTH; i++) {
float pixel=log(floatMap[j][i])*pixelFactor;




Pro vykreslen´ı frakta´lu je nutno vytvorˇit pole s koeficienty jednotlivy´ch transformac´ı,
viz Root.cz [25]. Vlastn´ı smycˇka generova´n´ı Fractal Flame, ve ktere´ se IFS popsany´ polem
obsahuj´ıc´ım v rˇa´dc´ıch informace o transformac´ıch prˇepocˇ´ıta´, mu˚zˇe vypadat takto:
while (iter++<maxiter*100) {
k=rand()%3; // zvolit jednu ze trˇı´ transformacı´
// aplikovat linea´rnı´ transformaci
xn=x*coefs[type][k][0]+y*coefs[type][k][2]+coefs[type][k][4];
yn=x*coefs[type][k][1]+y*coefs[type][k][3]+coefs[type][k][5];
// aplikovat nelinea´rnı´ transformaci
x=vx((int)coefs[type][k][6], xn, yn);
y=vy((int)coefs[type][k][6], xn, yn);
if (iter>threshold) { // je-li dosazˇeno hranice iteracı´
double xx=x*scale+xpos;
double yy=y*scale+ypos;
switch (drawType) { // vy´beˇr vykreslovacı´ho rezˇimu
case IterPutPixel:
putpixel(pix, xx, yy, rf?0xff:0x00, gf?0xff:0x00, bf?0xff:0x00);
break;
case IterAddPixel:






putpixel(pix, xx, yy, pal[k&7][0], pal[k&7][1], pal[k&7][2]);
break;
case TransfAddPixel:















5.4 Algoritmy stochasticky´ch frakta´l˚u
5.4.1 Simulace difu´ze
Difu´zi lze prove´st neˇkolika zp˚usoby. Postup je mozˇne´ popsat takto [25]:
• V urcˇene´m prostoru se vygeneruje 1 cˇa´stice nebo skupina cˇa´stic, tyto se nazy´vaj´ı
semı´nka. Zvolene´ pozice maj´ı vliv na tvar frakta´lu.
• Dalˇs´ı semı´nka se generuj´ı na na´hodny´ch mı´stech.
– Pokud se setkaj´ı s jizˇ vygenerovany´m u´tvarem, stanou se soucˇa´sti frakta´lu a
vygeneruje se nova´ cˇa´stice na na´hodne´m mı´steˇ prostoru.
– Semı´nka zaniknou, pokud se nesetkaj´ı s jizˇ existuj´ıc´ım obrazcem.
• Generova´n´ı novy´ch semı´nek se prova´d´ı dokud pocˇet cˇa´stic frakta´lu je nizˇsˇ´ı nezˇ zvolena´
konstanta, nebo neˇjaka´ cˇa´stice dosa´hne hranice plochy pro vytva´rˇen´ı frakta´lu.
Dotyk vygenerovane´ho semı´nka s existuj´ıc´ım u´tvarem se rozlizˇuje podle vzda´lenosti noveˇ
vytvorˇene´ho bodu od tohoto u´tvaru. Je zvolena limitn´ı vzda´lenost lmin, kdy se jizˇ povazˇuje
bod dostatecˇneˇ bl´ızky´ frakta´lu, aby k neˇmu mohl by´t prˇipojen.
Podle tohoto postupu lze popsat algoritmus difu´ze pro generova´n´ı stochasticke´ho frakta´lu
[25]. Hlavn´ı smycˇka programu opakuje vnitrˇn´ı cyklus do dosazˇen´ı maxima´ln´ıho pocˇtu ite-
rac´ı:
1. vygeneruj dvojici na´hodny´ch cˇ´ısel xi, yi,
2. pro frakta´l v prostoru vygeneruj trˇet´ı sourˇadnici zi,
3. z te´to dvojice/trojice vytvorˇ bod P,
4. pokud bod P lezˇ´ı v oblasti pro generova´n´ı frakta´lu a jeho vzda´lenost od obrazce Pf
je mensˇi nezˇ lmin, prˇidej bod P do mnozˇiny Pf a ukoncˇi vnitrˇn´ı cyklus,
5. nove´ opakova´n´ı vnitrˇn´ıho cyklu od 1.
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Hlavn´ı cyklus algoritmu simulace difu´ze prˇevzaty´ ze seria´lu na Root.cz [25] v jazyce
Java pak vypada´ na´sledovneˇ:
do { // vneˇjsˇı´ smycˇka, ktera´ se zastavı´
doneInnerLoop=false; // po nastavenı´ ukoncˇovacı´ podmı´nky
do { // vnitrˇnı´ smycˇka




// pokud se bod nacha´zı´ v blı´zkosti obrazce
if (neighboor(neighboorType, xi, yi)) {
putPoint(xi, yi); // prˇidat ho do frakta´lu









// test na ukoncˇenı´ vneˇjsˇı´ smycˇky
} while (!checkStopCondition(i, xi, yi));
Urychlen´ı simulace difu´ze
Pro uchova´va´n´ı dat beˇhem generova´n´ı frakta´lu urychleny´m algoritmem simulace difu´ze se
vyuzˇ´ıvaj´ı dveˇ datove´ struktury: linea´rneˇ va´zany´ seznam, ktery´ obsahuje u´daje o cˇa´stic´ıch,
a da´le pak rastrovou mrˇ´ızˇku, plosˇnou nebo prostorovou, kde jsou rovneˇzˇ ulozˇeny informace
o cˇa´stic´ıch, ale take´ prˇ´ıznak obsazenosti bunˇky. Dı´ky tomu, zˇe prˇ´ıznak lze ulozˇit v jednom
bitu, je datova´ struktura pameˇt’oveˇ u´sporna´. Prˇi vy´pocˇtu algoritmem simulace difu´ze se
meˇn´ı pouze prˇ´ıznak obsazenosti bunˇky a pouzˇit´ı mrˇ´ızˇky je proto vy´hodneˇjˇs´ı a rychlejˇs´ı [25].
Slovn´ı popis hlavn´ı smycˇky takto modifikovane´ho algoritmu simulace difu´ze je na´sleduj´ıc´ı,
cyklus opeˇt opakuje do maxima´ln´ıho pocˇtu iterac´ı:
1. vygeneruj dvojici na´hodny´ch cˇ´ısel xi, yi,
2. pro frakta´l v prostoru vygeneruj trˇet´ı sourˇadnici zi,
3. sourˇadnice P = [xi, yi] (P = [xi, yi, zi]) mus´ı lezˇet v oblasti vymezene´ pro generova´n´ı,
4. z cˇ´ısel vytvorˇ dvojici/trojici tak, aby urcˇovaly bod P,
5. pokud v okol´ı bodu P lezˇ´ı pixel/voxel s prˇ´ıznakem obsazenosti, nastav´ı se pixelu/voxelu
odpov´ıdaj´ıc´ımu bodu P, takte´zˇ prˇ´ıznak obsazen´ı,
6. nove´ opakova´n´ı vnitrˇn´ıho cyklu od bodu 1.
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5.4.2 Metoda prˇesouva´n´ı prostrˇedn´ıho bodu
Jak bylo popsa´no v kapitole 3.4.2, spocˇ´ıva´ metoda prˇesouva´n´ı prostrˇedn´ıho bodu v re-
kurzivn´ım deˇlen´ı u´secˇky cˇi cˇtverce s na´slednou zmeˇnou pozice nalezene´ho bodu o prˇedem
definovany´ koeficient ∆.
Nejjednodusˇsˇ´ım prˇ´ıpadem je deˇlen´ı u´secˇky. Prˇ´ıklad hlavn´ı funkce, jezˇ je vola´na rekurzivneˇ
a realizuje rozdeˇlen´ı u´secˇky a na´sledny´ posun nalezene´ho bodu [25], je:
//-----------------------------------------------------------------
// Rekurzivneˇ volana´ metoda, ktera´ provede rozdeˇlenı´ u´secˇky a posun
// prostrˇednı´ho bodu
//-----------------------------------------------------------------
void mdaRecursive1D(float x1, float y1, float x2, float y2,
float Delta, int iter)
{
float x,y;
if (!iter) { // pokud jsme dosa´hli max pocˇtu iteracı´
// vykreslenı´ rozdeˇlene´ u´secˇky na nejnizˇsˇı´ u´rovni
glVertex2f(x1, y1);
glVertex2f(x2, y2);
return; // a ukoncˇenı´ rekurze
}
x=(x1+x2)/2.0; // vy´pocˇet polohy prostrˇednı´ho bodu
y=(y1+y2)/2.0;
y+=my_random()*Delta-Delta/2.0; // posun prostrˇednı´ho bodu
// rekurzivnı´ vola´nı´ na prvnı´ polovinu u´secˇky
mdaRecursive1D(x1, y1, x, y, Delta/2.0, iter-1);
// rekurzivnı´ vola´nı´ na druhou polovinu u´secˇky
mdaRecursive1D(x, y, x2, y2, Delta/2.0, iter-1);
}
Generova´n´ı plazmy
Pro generova´n´ı plazmy se pouzˇ´ıva´ rozsˇ´ıˇren´ı metody deˇlen´ı u´secˇky, kdy rekurzivneˇ deˇl´ıme
cˇtverec. Funkci se prˇeda´vaj´ı hodnoty cˇtyrˇ hranicˇn´ıch bod˚u vymezuj´ıc´ı cˇtverec (x1, y1, x2, y2),
cˇtyrˇi hodnoty barev v teˇchto bodech (c1, c2, c3, c4) a koeficient ∆ (delta) urcˇuj´ıc´ı maxima´ln´ı
odchylku posunu prostrˇedn´ıho bodu [25]. Pixel se vykresluje v okamzˇiku, kdy velikost
cˇtverce dosa´hne rozmeˇru 1 × 1 pixel. U veˇtsˇ´ıch cˇtverc˚u se vypocˇtou barvy ve strˇedech
hran a strˇedu cˇtverce. Posledn´ı barva pixelu vypocˇtena´ v prˇedchoz´ım kroku je zmeˇneˇna
o na´hodnou hodnotu ∆ a funkce je rekurzivneˇ zavola´na na cˇtyrˇi podcˇtverce:
void plasma(int x1, int y1, int x2, int y2,
int c1, int c2, int c3, int c4,
int delta)
{
#define avg(x, y) (((x)+(y))>>1)
#define step(x, y) (((x)-(y))>>1)
#define bound(x) if (x>255) x=255; if (x<0) x=0;
#define displac(x, delta) (x+(rand()%(delta*2)-delta))
60
// pokud jsme nedosa´hli jednopixelove´ho kroku
if (x2-x1>1) {




int dc =avg(dc13, dc24); // vy´pocˇet pru˚meˇrne´ barvy ve strˇedu cˇtverce
int dx=step(x2, x1); // krok - polovina velikosti cˇtverce
int dy=step(y2, y1);
if ((x2-x1>2) && (delta>0))
dc=displac(dc, delta); // posun strˇednı´ho bodu o na´hodnou hodnotu





delta>>=1; // maxima´lnı´ na´hodna´ hodnota se zmensˇuje na polovinu
// rekurzivnı´ rozdeˇlenı´ vsˇech cˇtyrˇ podcˇtvercu˚
plasma(x1, y1, x1+dx, y1+dy, c1, dc12, dc13, dc, delta);
plasma(x1+dx, y1, x2, y1+dy, dc12, c2, dc, dc24, delta);
plasma(x1, y1+dy, x1+dx, y2, dc13, dc, c3, dc34, delta);
plasma(x1+dx, y1+dy, x2, y2, dc, dc24, dc34, c4, delta);
}
else { // bylo dosazˇeno hranice rozlisˇenı´ pixmapy












Jedn´ım z c´ıl˚u diplomove´ pra´ce bylo jednoduchy´m a srozumitelny´m zp˚usobem objasnit
za´kladn´ı vy´voj, deˇlen´ı a vyuzˇit´ı frakta´ln´ı geometrie. Soucˇa´st´ı prakticke´ cˇa´sti pra´ce byla
i tvorba slajd˚u pro mozˇnost prezentace te´matu frakta´ln´ı geometrie student˚um FIT VUT
v Brneˇ. Tato problematika by mohla by´t soucˇa´st´ı prˇedmeˇtu Pocˇ´ıtacˇova´ grafika a jej´ı graficke´
ztva´rneˇn´ı formou prezentace bylo pr˚ubeˇzˇneˇ konzultova´no s prˇedna´sˇej´ıc´ım, aby odpov´ıdalo
strukturˇe a cˇasovy´m mozˇnostem vy´ukove´ hodiny. Slajdy jsou k dispozici ve forma´tech PDF
a PPT o rozsahu 59 stran.
Prvn´ı slajd je pokryt prˇehledem da´le uva´deˇne´ la´tky. V u´vodu je nast´ıneˇno za´kladn´ı deˇlen´ı
objekt˚u a historie “zvla´sˇtn´ıch u´tvar˚u” prˇed rokem 1975, kdy poprve´ v jejich souvislosti
zazneˇl pojem “frakta´l”. Jednotlive´ etapy vy´voje frakta´ln´ıch obrazc˚u prova´zej´ı vy´znamna´
jme´na, jako je Le´vy, Hausdorf, Mandelbrot aj. Jesˇteˇ prˇed samotny´m vy´cˇtem jednotlivy´ch
typ˚u frakta´l˚u jsou ve slajdech uvedeny nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı pojmy a charakteristiky (obr 6.1),
ktere´ v prˇedna´sˇce budou slovn´ım doprovodem definova´ny.
Obra´zek 6.1: Za´kladn´ı pojmy
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Te´maticky jsou slajdy da´le rˇazeny do kapitol, ktere´ pokry´vaj´ı problematiku deˇlen´ı
frakta´ln´ıch obrazc˚u do skupin na za´kladeˇ podobny´ch charakteristicky´ch vlastnost´ı, jak lze
videˇt na obra´zku 6.2.
Obra´zek 6.2: Charakteristiky skupin frakta´l˚u
Vlastn´ı prezentace poznatk˚u frakta´ln´ı geometrie by pak meˇla odpov´ıdat strukturˇe a
rozsahu uva´deˇne´mu v diplomove´ pra´ci. Informace nad ra´mec pra´ce lze dohledat v literaturˇe.
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Graficky jsou uvedeny typicke´ prˇ´ıklady jednotlivy´ch syste´mu˚ a u neˇktery´ch pro na´zornost
uka´za´ny detaily nacha´zej´ıc´ı se v jednotlivy´ch segmentech frakta´l˚u, viz obra´zek 6.3. T´ımto
je demonstrova´na sobeˇpodobnost a spojitost u´tvar˚u prˇi zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka.
Obra´zek 6.3: Demonstrace souvislosti
Du˚raz je kladen na graficke´ ztva´rneˇn´ı zvolene´ problematiky a prˇehlednost, tedy na
obsah prezentace nikoliv na zp˚usob jej´ı tvorby. Z tohoto d˚uvodu je voleno nevy´razne´ pozad´ı
samotny´ch slajd˚u.
Literatura k prˇedna´sˇce je zmı´neˇna na posledn´ım slajdu, prˇesneˇjˇs´ı seznam pouzˇite´ lite-
ratury je uveden v za´veˇru te´to pra´ce. Zdroje u neˇktery´ch typicky´ch prˇ´ıklad˚u frakta´l˚u jsou
pro jejich rychlejˇs´ı dohleda´n´ı uva´deˇny prˇ´ımo na stra´nce prezentace, ktera´ se jimi zaby´va´.
Cela´ diplomova´ pra´ce je tedy prˇehledneˇ obsazˇena na jizˇ zminˇovany´ch slajdech, ktere´
budou pro u´cˇely vy´uky student˚um k dispozici. Pokud se student pod´ıva´ na slajdy bl´ızˇe,
jisteˇ zde nalezne zaj´ımave´ podneˇty k dalˇs´ı diskuzi a studiu.
6.2 Demonstracˇn´ı program
Dalˇs´ım c´ılem te´to pra´ce bylo vytvorˇit program zobrazuj´ıc´ı vybrane´ frakta´ly tak, aby svy´m
ovla´da´n´ım a funkcˇnost´ı byl snadno pouzˇitelny´ pro vykreslen´ı za´kladn´ıch typ˚u frakta´ln´ıch
obrazc˚u. Prˇed vlastn´ım vykreslen´ım je mozˇno upravit vlastnosti generovany´ch u´tvar˚u a
ulozˇit barevne´ palety slouzˇ´ıc´ı k obarven´ı vy´sledne´ho frakta´lu.
Demonstracˇn´ı program byl vytvorˇen v Borland Developer Studio 2006 a funguje v pro-
strˇed´ı Windows. Jeho za´meˇrem je ilustrovat soubeˇzˇneˇ s vy´kladem neˇktere´ druhy frakta´l˚u.
Dı´ky prˇedvoleny´m oblastem zobrazen´ı nen´ı nutne´ slozˇite´ nastavova´n´ı parametr˚u prˇi kazˇde´m
generova´n´ı. V prˇ´ıpadeˇ Mandelbrotovy mnozˇiny je mozˇno zobrazit prˇedvolene´ body, v jejichzˇ
okol´ı lze pozorovat specificke´ oblasti dane´ mnozˇiny. Jedna´ se prˇedevsˇ´ım o Fibonacciho
posloupnost, posloupnost prˇirozeny´ch cˇ´ısel atd.
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6.2.1 Realizace
Kv˚uli prˇehlednosti a logicke´mu oddeˇlen´ı jednotlivy´ch cˇa´st´ı ko´du je program rozdeˇlen do
neˇkolika modul˚u. Moduly lze podle jejich funkce rozcˇlenit na trˇi celky. Prvn´ı cˇa´st´ı je frac-
talfunc, obsahuje algoritmy pro generova´n´ı frakta´l˚u a definice jejich parametr˚u. Moduly
unit1 a unit2 zajiˇst’uj´ı zobrazova´n´ı vypocˇ´ıtany´ch hodnot ve formeˇ obra´zk˚u, zpracova´va´j´ı
parametry zadane´ uzˇivatelem. Soubory PaletteManager a coltable jsou posledn´ı skupinou a
obstara´vaj´ı funkce spra´vce palet. Jednotlive´ moduly programu jsou:
• Coltable.[cpp/h] - obsahuje definice struktur palet a funkce pro vy´pocˇet barev palety
z mezn´ıch bod˚u.
• Fractalfunc.[cpp/h] - modul s definicemi funkc´ı, ktery´mi se frakta´ly generuj´ı. Za´rovenˇ
obsahuje definice jejich parametr˚u, u IFS se jedna´ naprˇ. o r˚uzne´ druhy transformac´ı.
• Fractals.cpp - centra´ln´ı modul programu, inicializuje okna programu.
• PaletteManager.[cpp/h] - slouzˇ´ı k nadefinova´n´ı barevne´ palety, obsahuje akce pro jej´ı
obsluhu jako je ulozˇen´ı, nacˇten´ı, u´prava.
• Unit1.[cpp/h] - rozhran´ı hlavn´ıho okna programu DemFract, definice vzhledu.
• Unit2.[cpp/h] - okno pro vykreslen´ı frakta´lu ShowFract, vy´beˇr oblasti zobrazen´ı.
• Unit3.[cpp/h] - zajiˇstuje vykreslen´ı progress baru.
• Utilz.[cpp/h] - obsahuje funkce pro pra´ci se soubory a dalˇs´ı pomocne´ funkce.
V cele´m programu byl namı´sto datove´ struktury pole veˇtsˇinou vyuzˇit standardn´ı kon-
tejner vector z d˚uvodu robustnosti. Soubory uchova´vany´ch hodnot se beˇhem cˇinnosti pro-
gramu cˇasto meˇn´ı a pouzˇit´ı standardn´ıho pole vyzˇaduje velkou pozornost prˇi spra´veˇ pameˇti.
Vector prˇideˇlova´n´ı a uvolnˇova´n´ı pameˇti obsluhuje sa´m a jeho pouzˇit´ı je tak mnohem bez-
pecˇneˇjˇs´ı. Pouzˇit´ı vectoru je sice cˇasoveˇ na´rocˇneˇjˇs´ı, ale v cˇasoveˇ kriticky´ch u´sec´ıch programu
nen´ı nutno s vectorem pracovat, doba generova´n´ı frakta´lu se tak neprodluzˇuje.
Modul fractalfunc
Modul fractalfunc obsahuje definice algoritmu˚ jednotlivy´ch druh˚u frakta´l˚u. Definic´ı algo-
ritmu se rozumı´ jme´no algoritmu, naprˇ. IFS Frakta´ly, ukazatel na prova´deˇc´ı funkci a vektor
definic potrˇebny´ch parametr˚u. Tyto hodnoty jsou uchova´ny ve strukturˇe tDEFDRAW-
PARAMS. Prˇ´ıklad definic parametr˚u vid´ıme na uka´zce funkce IFSInit.
Na pocˇa´tku si nadefinujeme jme´no funkce a ukazatel. Dalˇs´ım krokem je nastaven´ı
sourˇadnic vykreslovane´ oblasti:
tDEFDRAWPARAMS IFSInit() {
tDEFDRAWPARAMS pDP; // struktura obsahujici definice vykreslovaci
// funkce a jejich parametru
tPARAMINFO pPI; // struktura obsahujici definici jednoho parametru
pDP.FuncName = ‘‘IFS Frakta´ly’’;
pDP.pDrawFunc = &IFSFunc; // ukazatel na adresu vykreslovaci funkce
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Specificke´ parametry pro kazˇdy´ frakta´l prˇedstavuje pocˇet iterac´ı, transformace pouzˇite´
pro vy´pocˇet, druh obarven´ı atd. Pro IFS frakta´ly jsou to naprˇ.:








// definice druheho parametru - typ transformace
pPI.type = defENUM; // typ pozadovaneho parametru (vycet)
pPI.name = ‘‘Transformace’’; // nazev parametru
// seznam pojmenovani vyctovych hodnot (zde transformace)
pPI.defEnumCaptions.clear();
pPI.defEnumCaptions.push_back(‘‘Troju´helnı´k’’);
// ... a dalsi
pPI.defEnumCaptions.push_back(‘‘Barnsleyova kapradina’’);
// pocatecni transformace
pPI.defVal = 1; // defaultni hodnota pocatecni transformace
pDP.params.push_back(pPI); // vlozeni parametru do vektoru parametru
// ... definice dalsich parametru
return pDP; // vraci se struktura definice algoritmu
}
Definici algoritu obsahuje struktura tDEFDRAWPARAMS. Teˇmito strukturami se napl-
n´ı vektor DefDrawParams, ktery´ pak obsahuje definice vsˇech algoritmu˚ pouzˇity´ch v demon-
stracˇn´ım programu.
Prˇeda´n´ı parametr˚u prova´deˇc´ı funkci se pak prova´d´ı pomoc´ı struktury tDRAWFUNC-
PARAM, kde se prˇeda´va´ vektor ukazatel˚u na obecny´ typ std::vector< void * > params.
Kazˇdy´ jeho prvek se pozdeˇji prˇetypova´va´ zpeˇt na typ uvedeny´ prˇi definici v inicializacˇn´ı
funkci.
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Nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı cˇa´st´ı modulu fractalfunc.cpp je funkce InitDrawFuncMenu, ktera´ napln´ı







MandelInit (IFSInit) vrac´ı strukturu tDEFDRAWPARAM, ktera´ se ulozˇ´ı do vektoru
DefDrawParams. Struktura tDEFDRAWPARAM obsahuje vzˇdy definici jednoho algoritmu,
viz vy´sˇe.
V prˇ´ıpadeˇ, zˇe je do fractalfunc.cpp dopsa´n dalˇs´ı druh algoritmu, je nutno zarˇadit jeho ini-
cializaci do funkce InitDrawFuncMenu na konec. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ by bylo nutne´ prˇepsat
indexy algoritmu˚ v definicˇn´ım soubor pro polozˇku menu “Specia´l”, protozˇe indexy polozˇek
jsou za´visle´ na porˇad´ı struktur tDEFDRAWPARAMS ve vektoru DefDrawParams.
Vzhledem k povaze proble´mu nebyl pouzˇit objektovy´ prˇ´ıstup pro implementaci algo-
ritmu˚. Objektovy´ prˇ´ıstup by sice fugoval, avsˇak neprˇinesl by vy´razne´ zefektivneˇn´ı ko´du a
abstrakce by byla zcela samou´cˇelna´.
6.2.2 Ovla´da´n´ı programu
Hlavn´ımi ovla´dac´ımi prvky programu jsou funkcˇn´ı tlacˇ´ıtka a boxy pro nastaven´ı sourˇadnic
okna, iterac´ı a v prˇ´ıpadeˇ IFS parametry obarven´ı.
Vy´beˇr skupiny frakta´l˚u se vol´ı v polozˇce menu “Frakta´l”. Na vy´beˇr je Mandelbrotova
mnozˇina a IFS frakta´ly. V hlavn´ım okneˇ jsou zobrazeny boxy se sourˇadnicemi oblasti, kam
se bude frakta´l vykreslovat, nastaven´ı velikosti okna a tlacˇ´ıtka pro vygenerova´n´ı frakta´lu a
reset sourˇadnic. Sourˇadnice frakta´lu a rozliˇsen´ı lze ulozˇit do extern´ıho souboru pro pozdeˇjˇs´ı
pouzˇit´ı.
Na obra´zku 6.4 je zobrazeno okno programu s nastaveny´mi parametry IFS frakta´lu.
V prˇ´ıpadeˇ vykreslova´n´ı Mandelbrotovy mnozˇiny je mozˇno nastavit v okneˇ DemFract pocˇet
iterac´ı, zvolit typ obarven´ı, paletu barev a druh obarvovac´ı funkce. Posledn´ım nastaven´ım
je check box s volbou obarven´ı konverguj´ıc´ıch bod˚u mnozˇiny (vnitrˇn´ı body). Palety barev
lze vyb´ırat azˇ po jejich vytvorˇeni nebo nacˇten´ı ve spra´vci palet. Spra´vce palet se nacha´z´ı
pod polozˇkou “Paleta barev” v menu “Frakta´l”. Vytvorˇen´ı palety je popsa´no da´le.
Ve vykreslene´m frakta´lu v okneˇ ShowFract lze mysˇ´ı vyb´ırat oblasti pro prˇibl´ızˇen´ı. Vy´beˇr
se prova´d´ı stiskem leve´ho tlacˇ´ıtka a tazˇen´ım mysˇ´ı, viz obr 6.5. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe dana´ oblast
nevyhovuje prˇedstava´m, lze soucˇasny´m stiskem prave´ho tlacˇ´ıtka vy´beˇr zrusˇit. Prˇi nechteˇne´m
oznacˇen´ı pouze jednoho bodu pro zveˇtsˇen´ı (dvojklik), program vyp´ıˇse upozorneˇn´ı a je mozˇno
vybrat korektn´ı oblast. K orientaci a pro utvorˇen´ı prˇedstavy o vzda´lenostech mezi u´tvary
frakta´lu slouzˇ´ı zobrazen´ı sourˇadnic, nad ktery´mi se kurzor pohybuje. Tyto jsou vypsa´ny
ve spodn´ı cˇa´sti okna. V leve´m doln´ım rohu jsou sourˇadnice vztazˇene´ k oknu, vedle pak
sourˇadnice samotne´ho frakta´lu.
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Obra´zek 6.4: Okno programu
Menu Specia´l
V te´to polozˇce menu lze nale´zt prˇedvolene´ zaj´ımave´ oblasti Mandelbrotovy mnozˇiny. Nadefi-
nova´ny jsou oblasti, kde lze vypocˇ´ıtat cˇ´ıslo Π, spira´ln´ı u´tvary prˇedstavuj´ıc´ı Fibonacciho
posloupnost, posloupnost prˇirozeny´ch cˇ´ısel aj.








V hranaty´ch za´vorka´ch je na prvn´ım mı´steˇ na´zev polozˇky a za strˇedn´ıkem pak index
urcˇuj´ıc´ı pro ktery´ druh ma´ by´t menu aktivn´ı(0 - Mandelbrotova mnozˇina, 1 - IFS). Index je
za´visly´ na porˇad´ı inicializace algoritmu˚ v modulu fractalfunc.cpp ve funkci InitDrawFunc-
Menu. Zanorˇena´ nab´ıdka se vytvorˇ´ı dalˇs´ı pojmenovanou polozˇkou uzavrˇenou v hranaty´ch
za´vorka´ch. Jednotlive´ polozˇky menu jsou pak uvozeny znakem @, sourˇadnice pro vykreslen´ı
na´sleduj´ı na dalˇs´ım rˇa´dku za znakem “!” a jsou oddeˇleny strˇedn´ıkem. Polozˇky vnorˇene´ho
menu jsou uzavrˇeny sekvenc´ı znak˚u [..].
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Obra´zek 6.5: IFS spira´la
6.2.3 Spra´vce palet
Frakta´ly z´ıska´va´j´ı na vizua´ln´ı atriktiviteˇ prˇedevsˇ´ım obarven´ım, ktere´ zd˚urazn´ı jejich kom-
plexnost a slozˇitost. Pro sestaven´ı barevny´ch palet slouzˇ´ı Spra´vce palet, ktery´ lze videˇt na
obra´zku 6.6. Prˇ´ıstup ke spra´vci je prˇes polozˇku “Paleta barev”, ktera´ se nacha´z´ı v nab´ıdce
“Frakta´l”.
Hlavn´ımi ovla´dac´ımi prvky jsou funkcˇn´ı tlacˇ´ıtka v horn´ı cˇa´sti okna, nab´ıdka s vy´beˇrem
nacˇteny´ch palet v leve´ cˇa´sti a tlacˇ´ıtko pro prˇida´n´ı dalˇs´ıho bodu do palety. Defaultneˇ je
nastaven pocˇa´tecˇn´ı a koncovy´ bod palety. Tlacˇ´ıtkem “Prˇidat” se prˇida´ novy´ bod s implic-
itneˇ nastavenou pozic´ı 0 a cˇernou barvou. Pozice uda´va´, kde se bude bod v posloupnosti
nacha´zet, a urcˇuje take´ pocˇet barev, ktery´ je mozˇno azˇ po tento bod prˇideˇlit. Barvu lze
zadat bud’ nastaven´ım slozˇek RGB nebo ji vybrat v paleteˇ. Barevne´ prˇechody je mozˇno
pocˇ´ıtat linea´rneˇ, logaritmicky nebo exponencia´lneˇ, se zvla´sˇtn´ım nastaven´ım pro kazˇdy´ bod.
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Obra´zek 6.6: Spra´vce palet
Tlacˇ´ıtem “Smazat” se oznacˇ´ı bod urcˇeny´ pro vy´maz. Dalˇs´ım stiskem tlacˇ´ıtka se prˇ´ıznak
smaza´n´ı zrusˇ´ı.
Pruh pod funkcˇn´ımi tlacˇ´ıtky ilustruje rozlozˇen´ı barev v paleteˇ, avsˇak po zmeˇneˇ para-
metr˚u bodu je nutno stisknout bud’ “Obnovit” pro aktualizaci barev, nebo “Nastavit” pro
prˇekreslen´ı pruhu a soucˇasne´ serˇazen´ı bod˚u podle nastavene´ pozice v paleteˇ.
Vytvorˇenou paletu lze ulozˇit do extern´ıho souboru s prˇ´ıponou pal. Data jsou ulozˇena
jako text z d˚uvodu snadneˇjˇs´ıho importu cˇi manua´ln´ı editace barev. Program nab´ız´ı take´
mozˇnost ulozˇenou paletu smazat.
V prˇ´ıpadeˇ, zˇe pocˇet iteracˇn´ıch krok˚u prˇesa´hne pocˇet barev nadefinovany´ch v paleteˇ, cela´




Dle zada´n´ı je prˇedkla´da´na diplomova´ pra´ce pojedna´vaj´ıc´ı o historii frakta´ln´ı geometrie a
jej´ım uplatneˇn´ı nejen v pocˇ´ıtacˇove´ grafice, ale take´ v dalˇs´ıch oblastech veˇdy a techniky.
Jelikozˇ hlavn´ım za´meˇrem diplomove´ pra´ce bylo na konkre´tn´ıch prˇ´ıkladech obsa´hnout
problematiku frakta´ln´ı geometrie, jsou historicke´ souvislosti uvedene´ v pra´ci pro ilustraci
vy´voje dostatecˇne´. Matematicke´ aspekty sesta´vaj´ıc´ı z popis˚u dimenz´ı a metrik prostor˚u
jsou sp´ıˇse prˇedmeˇtem pro teoreticke´ zkouma´n´ı, proto jsou take´ v textu poda´ny pouze ve
zkra´cene´ formeˇ. Pro detailneˇjˇs´ı informace jsou uva´deˇny odkazy na odbornou literaturu.
Dalˇs´ım c´ılem pra´ce bylo vytvorˇit materia´ly pro za´kladn´ı sezna´men´ı s frakta´ln´ı prob-
lematikou v ra´mci prˇedna´sˇek prˇedmeˇtu Pocˇ´ıtacˇova´ grafika. Byly zhotoveny slajdy tvorˇ´ıc´ı
kostru prˇedna´sˇky a demonstracˇn´ı program zobrazuj´ıc´ı neˇktere´ frakta´ln´ı u´tvary. Program
nab´ız´ı mozˇnost zobrazen´ı prˇedvoleny´ch oblast´ı, naprˇ. posloupnost prˇirozeny´ch cˇ´ısel, Fi-
bonacciho posloupnost aj. zejme´na v Mandelbrotoveˇ mnozˇineˇ. Pocˇet prˇ´ıklad˚u a jejich
slozˇitost je volena tak, aby byly zachyceny nejtypicˇteˇjˇs´ı frakta´ly dane´ skupiny s ohledem
na prˇijatelnou cˇasovou na´rocˇnost vykreslen´ı u´tvar˚u. Program lze jednodusˇe rozsˇ´ıˇrit o dalˇs´ı
typy frakta´l˚u doplneˇn´ım algoritmu˚ a parametr˚u u´tvaru do prˇ´ıslusˇne´ho modulu. Za u´cˇelem
prezentace diplomove´ pra´ce byl vytvorˇen plaka´t s na´hledy programu a slajd˚u. Na plaka´tu
jsou obsazˇeny za´kladn´ı informace o frakta´ln´ı geometrii pro atraktivnost doplneˇne´ uka´zkami
frakta´l˚u.
Potencia´ln´ı mozˇnost rozsˇ´ıˇren´ı pra´ce spocˇ´ıva´ v popisu zaj´ımavost´ı u zvoleny´ch typ˚u
frakta´l˚u. Dalˇs´ı kapitolu mohou tvorˇit jine´ algoritmy pro generova´n´ı frakta´l˚u, jejich popis a
modifikace. Zaj´ımave´ by mohlo by´t porovna´n´ı teˇchto modifikac´ı s p˚uvodn´ımi algoritmy pro
zd˚urazneˇn´ı odliˇsne´ na´rocˇnosti na zpracova´n´ı vy´stup˚u.
Prˇ´ınosem te´to pra´ce je shrnut´ı jak teoreticky´ch poznatk˚u frakta´ln´ı geometrie, tak je-
jich prakticke´ aplikace. Rozsah tohoto souhrnu by meˇl odpov´ıdat jednomu prˇedna´sˇkove´mu
bloku doplneˇne´mu o mozˇnost vyzkousˇen´ı programu a oveˇrˇen´ı vlastnost´ı frakta´l˚u uva´deˇny´ch
v kapitole 2 na vygenerovany´ch prˇ´ıkladech. Text je obsahoveˇ i strukturou prˇizp˚usoben
i “zacˇa´tecˇn´ık˚um” v oblasti pocˇ´ıtacˇove´ grafiky .
Vsˇechny body zada´n´ı diplomove´ pra´ce byly z pohledu autora splneˇny.
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